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Wstep

Temat pracy dotyczy problemu dyskryminacji oraz budowy i zastosowan rodzin klasyfikato-
row, w tym gléwnie metody typu ,bagging”, metody typu ,boosting” oraz laséw losowych.
Przedmiotem pracy jest zbadanie metematyczno-statystycznych fundamentéw, na ktorych
opieraja sie metodologie budowy rodzin klasyfikatoréw. Istotna czescig pracy jest analiza
rozwigzan podanych zagadnien.

W pierwszym rozdziale oméwiony zostal problem klasyfikacji pod nadzorem, zwanej analizg
dyskryminacyjna. Podano model analizy dyskryminacyjnej oraz przedstawiono podstawowe
metody rozwiazan podanych zagadnien. Duzo uwagi poswiecono ocenie jakosci klasyfikacji.

Rozdzial drugi skupia sie na idei taczenia klasyfikatoréw, w tym przede wszystkim na poda-
niu i uzasadnieniu ich zalet. Wprowadzono precyzyjna definicje rodziny oraz miare pewnosci
predykcji opartej na rodzinie klasyfikatorow.

Kolejne trzy rozdziaty po$wiecone sa wspomnianym metodom taczenia klasyfikatoréw w ana-
lizie dyskryminacyjnej. Rozdzial trzeci omawia metode typu ,bagging”. Rozdzial czwarty
przedstawia metode typu ,boosting”. Natomiast rozdzial pigty skupia sie na metodzie laséow
losowych.

Prace koniczy szeroka analiza danych, potwierdzajaca wlasnosci rozwazanych metod.






Rozdziat 1

Analiza dyskryminacyjna

1.1. Wprowadzenie

W efekcie ogromnego wzrostu mocy obliczeniowej komputeréw oraz mozliwosci przechowy-
wania i przetwarzania duzych ilosci danych, komputery staly sie integralna cze$cia naszego
Swiata. Jestedmy swiadkami prawdziwej eksplozji baz danych, majac na mysli ich liczbe i ob-
jeto$é. Prostota konstrukcji oraz akceptowalny koszt sprawily, ze systemy gromadzace dane'
stosuje sie prawie we wszystkich dziedzinach zycia. Jednym z gléwnych celow gromadzenia
danych jest odkrywanie ukrytych w nich zaleznoéci?. Nowoczesnych metod analizy danych
dostarcza wspodlczesna statystyka wielowymiarowa, gdzie szczegdlnie praktyczne znaczenie
maja metody klasyfikacji. Rozrozniamy dwa typy klasyfikacji. Pierwszy to klasyfikacja pod
nadzorem, okreslana mianem analizy dyskryminacyjnej lub klasyfikacjg z probg uczgceg. Drugi
typ to klasyfikacja bez nadzoru nazywana analizqg skupien. W ponizszym tekscie przedstawimy
zadanie klasyfikacji pod nadzorem.

1.2. Zadanie klasyfikacji pod nadzorem

Rozwazmy g réznych (roztacznych) populacji, g > 2 w pewnej populacji generalnej oraz p-
wymiarowa probe losowa X = (X1, Xo, ..., X,,), gdzie kazdy z wektoré6w losowych ma postaé

X; = (X}”,Xf),...,xi(”)) i=1,2,....n (1.1)
oraz xX; = (acl(l), $§2), e xz(p)) € X jest wartoscia i-tego wektora losowego. Ustalmy realizacje
x = (x1,X2,...,X,) proby X. Realizacje x mozna zapisa¢ w ponizszej postaci:

1) (2
%1 = (o,2®, 2)
1 .2 (p)
Xo = (X3, Ty,
( 2 5T 2 ) (1.2)
o = (0 22 af?)
Elementy x1,x%2,...,x, € X realizacji x nazywamy obserwacjami. Zbiér X nazywamy zbio-
rem obserwacji. Wspolny rozktad zmiennych losowych Xi(k) (1t =1,2,...,n) jest rozkladem

!Systemy gromadzace dane to najczesciej hurtownie danych (z ang. data warehouse).
20dkrywanie zaleznosci w danych nazywa sie réwniez eksploracja danych (z ang. data mining).



1.2 Zadanie klasyfikacji pod nadzorem Analiza dyskryminacyjna

pewnej cechy X ). Ceche X*) nazywamy k-tym atrybutem. Atrybuty moga by¢ mierzone
na dowolnej skali, czyli moga to byé zmienne ciggle, dyskretne, porzqdkowe lub nominalne?.
Przykladem atrybutu cigglego jest wzrost wyrazony w jednostkach miary diugosci. Liczba
posiadanych dzieci to atrybut dyskretny. Wzrost wysoki, éredni lub niski jest atrybutem po-
rzadkowym. W przypadku nazw koloréw (zielony, z6tty) do czynienia mamy z atrybutem
nominalnym.

Rozwazane populacje nazywamy rowniez klasami i czasami grupamsi. Klasy kodujemy liczbami
ze zbioru {1,2,...,g}. Wyjatek od tej reguly spotykamy jedynie w sekcjach 1.6 i 4.3. Kazda
obserwacja x; pochodzi wiec z pewnej klasy o etykiecie y; € {1,2,...,g}. Zbiér dostepnych
danych wygodnie bedzie zapisaé¢ jako ciag n uporzadkowanych par losowych

L= {(X17y1),(x27y2)7-~-,(men)} (1.3)
lub krétko

ﬁz{(xi,yi), i:1,2,...,n} (1.4)

gdzie x; € X oznacza i-ta obserwacje, natomiast y; € {1,2,...,g} jest etykieta klasy, do
ktorej ta obserwacja nalezy. Ogdlnie piszac (x,y) myslimy o obserwacji x z klasy o etykiecie
Y.

pleé | wiek | BMI | obwdd pasa | nadci$nienie tetnicze | zawal serca
K 55 27.2 75 | umiarkowane tak
K 42 229 62 | brak nie
M 31 33.1 110 | umiarkowane tak
K 68 26.3 76 | ciezkie tak
M 72 29.6 98 | umiarkowane nie
M 43 27.9 90 | brak nie
M 36 | 24.7 89 | brak nie
K 61 30.2 84 | ciezkie tak
K 84 31.0 86 | ciezkie tak
M 25 20.2 70 | brak nie
K 33 19.5 55 | brak tak
M 47 27.7 96 | brak tak
K 52 29.8 77 | tagodne nie

Tabela 1.1: Przykladowy zbiér danych.

Przykltad 1.2.1 W tabeli 1.1 przedstawiono dane o pacjentach pewnej placéwki medycznej.
Dane zawieraja 5 atrybutéw: pleé¢ (nominalny, ,K” - kobieta, ,M” - mezczyzna), wiek (dys-
kretny, liczba lat), BMI* - wspétezynnik masy ciata (ciagly, [kg/m?]), obwéd pasa (ciagly,
[cm]), nadciénienie tetnicze® (porzadkowy, kategoryzajca). Zmienna ,zawal serca” dostarcza

3W teorii pomiaru rozréznia sie 4 podstawowe skale pomiaru, wprowadzone przez Stevensa w 1959 roku,
uporzadkowane od najstabszej do najmocniejszej: nominalna, porzadkowa (rangowa), przedziatowa (interwa-
towa), ilorazowa (stosunkowa).

4BMI - wspélezynnik masy ciala (ang. Body Mass Index), obliczany jako iloraz masy ciala [kg] i kwa-
dratu wzrostu [m?]. Klasyfikacja niedowagi, nadwagi oraz otyltosci wyrazona w BMI dostepna, jest na stronie
http://pl.wikipedia.org/wiki/BMI.

SKategoryzacja nadci$nienia tetniczego wyrazona w wartoéciach ci$nienia skurczowego i rozkurczowego
dostepna jest na stronie http://www.nadcisnienietetnicze.pl.
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Analiza dyskryminacyjna 1.2 Zadanie klasyfikacji pod nadzorem

podzialu na 2 populacje/klasy: ,nie” - pacjent dotad nie zachorowal na zawal serca, ,tak” -
pacjent przebyl zawal serca.

Podkreslmy, ze dwie obserwacje x1,x2 € X o identycznych wartosciach atrybutéw (x; = x2)
moga naleze¢ do réznych klas. Jest bardzo prawdopodobne, ze istnieja dwie rézne osoby tej sa-
mej plci, w identycznym wieku, z jednakowym BMI, obwodem pasa oraz typem nadcisnienia,
i pierwsza z nich przebyla zawal serca, natomiast druga jest zdrowa.

a) b)
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Rysunek 1.1: Przykladowe zbiory danych. Na kazdym rysunku po 100 obserwacji z czte-
rech réznych dwuwymiarowych rozkladéw normalnych, a) klasy sa roztaczne, b) klasy nie sa
roztaczne.

Przykltad 1.2.2 Na rysunku 1.1 przedstawiono 100 obserwacji z czterech réznych dwuwy-
miarowych rozktadéw normalnych. Wspoétrzedne punktéw plaszczyzny dostarczajg informacji
o dwoch ciaglych atrybutow.

Zadanie klasyfikacji pod nadzorem polega na wyborze requly decyzyjnej (reguly dyskrymina-
cyjnej, klasyfikatora),

d( - ,£):X—{1,2,...,9} gdzie X>xw—d(x,L)e{1,2,...,9} (1.5)
przypisujacej dowolnej obserwacji x € X przynalezno$é do klasy o etykiecie d(x, £) € {1,2,...,g}.
Wyboru reguty dokonuje sie na podstawie zbioru dostepnych obserwacji £ zwanych prébg
uczgeq 1 czasami zbiorem uczgeym. Jezeli L jest zbiorem préb uczacych to klasyfikator d

przyjmuje posta¢ odwzorowania produktu X x L w zbiér etykiet klas {1,2,..., g}. Tam, gdzie
nie bedzie prowadzilo to do nieporozumien, zamiast d(x, £) pisaé¢ bedziemy krétko d(x).

Definicja 1.2.1 Kazda funkcja h postaci
h:X—{1,2,...,9} gdzie X>x+— h(x)e€{1,2,...,9} (1.6)
nazywamy hipotezq.

Hipoteza jest funkcja jedynie zmiennej x, zatem reguta (1.5) jest hipoteza. Regula (1.5)
przedstawia ,nauczony” klasyfikator. Zadanie klasyfikacji pod nadzorem nazywane jest réw-
niez klasyfikacjq z proba uczqgceq i czasami klasyfikacjg z nauczycielem. Podzial obserwacji w

11



1.2 Zadanie klasyfikacji pod nadzorem Analiza dyskryminacyjna

zbiorze L na populacje umozliwia (w pewnym stopniu) wykrycie zaleznosci pomiedzy war-
toéciami atrybutéw a przynaleznoécia do klasy. Analiza dyskryminacyjna® dostarcza metod
umozliwiajacych rozwiagzanie tego zadania.

Préba uczaca umozliwia konstrukcje reguty. Gtownym zadaniem klasyfikacji jest wykorzysta-
nie reguly do predykcji. Kazdej nowej obserwacji (z nieznana przynaleznoscia do populacji)
chcemy przydzieli¢ pewna (domniemana) klase, popelniajac mozliwie maly blad. Posiadajac
dostatecznie duzg liczbe danych, w celu oszacowania btedu, prébe uczaca dzieli sie na podpro-
be uczgcq oraz podprobe testowq. Reguta konstruowana jest jedynie na podstawie podpréby
uczacej. Etykietowane obserwacje nalezace do podproby testowej umozliwiaja oszacowanie
jakosci predykeji (liczba btednych klasyfikacji dokonanych na podpébie testowej, poréwnanie
oryginalnej etykiety z etykieta nadana przez klasyfikator). Szerzej o metodach oceny jakosci
klasyfikacji piszemy w sekcji 1.7.

Reguta dyskryminacyjna wprowadza podzial zbioru obserwacji na g roztacznych podzbioréw
Xp:=d (k) ={xeX : d(x) =k} (1.7)

gdzie brzegi kazdego z podzbioréw moga rozdzielaé¢ klasy.

Klasyfikacja pod nadzorem jest bardzo szeroko wykorzystywana w swiecie nauki, przemystu,
biznesu. Podleganie ryzyku zachorowania na dana chorobe, wykrywanie naduzy¢ zwiazanych
z kradzieza energii elektrycznej, zdolno$¢ kredytowa klientéw banku, maszynowe rozpozna-
wanie pisma, niechciane wiadomosci (SPAM) - kazdy z tych probleméw mozna przedstawié¢
jako zadanie klasyfikacji pod nadzorem, jezeli posiadamy dostateczng ilos¢ danych wraz z
precyzyjna definicja grup. Nalezy podkresli¢, ze w praktyce procesy klasyfikacyjne obarczone
sa niepewnoscia wynikajaca naogot z braku rozdzielnoéci klas. Dwie identyczne obserwacje w
prébie uczacej pochodzace z réznych klas $wiadcza najczesciej o tym, ze nosniki rozkltadow
wektoréw losowych w réznych klasach nie sa roztaczne.

Czasami klasyfikator d wygodnie jest przedstawiaé jako wektor funkcji wskaznikowych.

Definicja 1.2.2 Postacia wskaznikowa klasyfikatora d : X — {1,2,..., g} nazywamy wektor
(c1,¢2,...,cq) funkeji wskaznikowych, gdzie

1 gdy d(x)=k

0 gdy d(X) 7& k dla ke {1727 cee 79} (18)

e X —{0,1} cp(x) = {
Przy ocenie jakosci klasyfikacji dokonywanej przez dany klasyfikator nalezy wprowadzi¢ w
zbiorze klasyfikatorow porzadek liniowy pozwalajacy na poréwnanie dowolnych dwdch z nich.
Definicja 1.2.3 Funkcjq straty (stratq) zwiazana z zaklasyfikowaniem obserwacji z klasy
i€{1,2,...,9} doklasy j € {1,2,..., g} nazywamy funkcje

.. 0 gdy 1=y
L:{1,2,...,9}> = {0,1 L(i,j) = . 1.9
{ 91 — 10,1} (4, 5) {1 ody i ] (1.9)

PrzyjeliSmy zerowy koszt decyzji poprawnej oraz staly jednostkowy koszt decyzji blednej. W
praktyce czesto koszty decyzji btednych nie sg state.

SKlasyfikacja pod nadzorem jest szczegblnym przypadkiem analizy dyskryminacyjnej. Oprécz zadania kla-
syfikacji (podziatu) analiza dyskryminacyjna zajmuje sie opisaniem rézni¢ pomiedzy klasami (populacjami).
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Analiza dyskryminacyjna 1.3 Liniowa funkcja dyskryminacyjna

Definicja 1.2.4 Ryzykiem klasyfikatorad : X — {1,2,..., g}, gdy oczekiwana klasa jest kla-
sak €{1,2,...,9} nazywamy oczekiwany koszt (oczekiwana strate) R(d, k) zaklasyfikowania
przez klasyfikator d obserwacji losowej z klasy k

R(d, k) = Ex | L(k,d(x)) | y = k] (1.10)

Zauwazmy, ze
g
R(d,k)=>_ L(k,r)Pld(x) =7 |y=k] = Pld(x) #k | y = k] (1.11)

r=1

Ryzyko klasyfikatora, gdy prawdziwa jest klasa k, jest rowne prawdopodobienstwu blednej
klasyfikacji losowej obserwacji do klasy innej niz k.

Definicja 1.2.5 Ryzyko catkowite klasyfikatora d : X — {1,2,..., g} okreslamy jako
R(d) := E,[R(d, k)] (1.12)

Ryzyko catkowite otrzymujemy uznajac klase obserwacji za losowa. Im mniejsze jest ryzyko
catkowite tym mniejszy jest btad klasyfikacji oraz tym lepszy jest klasyfikator. W tym sensie
ryzyko catkowite R wprowadza porzadek liniowy w zbiorze mozliwych klasyfikatoréw.

d1 < dg = R(dl) < R(dg)

W bardziej ogdlnym przypadku, gdzie klasyfikator jest funkcja d( - , L) : X — {1,2,...,g},
zbiér uczacy £ € L mozemy uznaé za losowy. Ryzyko catkowite takiego klasyfikatora definiu-
jemy nastepujaco

Re(d) = R(d( - L)) (1.13)

Oczekiwane ryzyko catkowite
R*(d) == E¢[R(d)] (1.14)

okresla ciekawa miare jakosci takiego klasyfikatora.

1.3. Liniowa funkcja dyskryminacyjna

Okazuje sie, ze dla przypadku X C R? czesto istnieja hiperpowierzchnie umozliwiajace do-
bry podziat X na klasy. Rysunek 1.2 przedstawia obserwacje w R? z dwdéch klas rozdzielone
prosta (hiperpowierzchniag w R?). Rysunek 1.3 przedstawia obserwacje w R? z dwéch klas
rozdzielone plaszczyzna (hiperpowierzchnig w R?). Metody generujace w zbiorze obserwacji
X liniowe hiperpowierzchnie dzielace klasy nazywamy metodami liniowymi. Praktyka poka-
zuje, ze sa to metody proste, czesto dajace dobre rozwiazania (szczegdlnie dla obserwacji z
wielowymiarowych rozkladéw normalnych).

1.3.1. Problem dwé6ch klas

W 1936 roku sir Ronald Fisher” zaproponowal metoda liniowa dla problemu dwéch klas
(9 = 2). Pomyst sir Fishera polegal na znalezieniu takiego kierunku a € X C RP, Ze rzutowa-
nie ortogonalne obserwacji na ten kierunek daje najlepszy mozliwy rozdzial na populacje. Al-
gorytm ten nazywany jest algorytmem liniowej analizy dyskryminacyjnej (w skrécie LDA od

"Sir Ronald Aylmer Fisher - brytyjski naukowiec, zajmujacy sie statystyka matematyczna, biologig i gene-
tyka. Biografia sir Fishera dostepna jest na stronie http://en.wikipedia.org/wiki/Ronald_Fisher.
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1.3 Liniowa funkcja dyskryminacyjna Analiza dyskryminacyjna

Rysunek 1.2: Dwie rozlaczne klasy rozdzielone prosta dyskryminacyjna (hiperpowierzchnia
w R2).

"o 5 10 15 20 25 30 35

Rysunek 1.3: Dwie roztaczne klasy rozdzielone plaszczyzna dyskryminacyjna (hiperpowierzch-
: 3
nig w R?).

anglojezycznego terminu linear discriminant analysis). Ponizej przedstawimy jedynie gtow-
ne kroki konstrukeji klasyfikatora LDA, szczegélowy opis metody znajduje sie w [1] rozdzial 1.

Sir Fisher tak sformulowal zadanie analizy dyskryminacyjnej: znajdz kierunek a € X, ktory
najlepiej rozdziela klasy w proébie uczacej, przy tym, konstruujac miare odleglosci miedzy
klasami uwzglednij zmienno$¢ wewnatrzgrupowa (wewnatrz klas).

Metoda LDA wymaga zagregowania informacji o klasach, do ktérych bedg klasyfikowane no-
we obserwacje, przy uzyciu wskaznikow polozenia i rozproszenia dla klas w prébie uczace].
Obserwacje sa wektorami i nalezy rozpatrywaé wektorowa wartosé¢ oczekiwana (wektorowa
srednia probkowa) oraz macierz kowariancji (prébkowa macierz kowariancji).

Rozpatrywana prébe uczaca (x;,v;), i = 1,2,...,n dzielimy na dwie podpréby:

X11,X12y .-, X1n, 2 Kklasy 1 (1.15)
X21,X22,...,X2ny Z klasy 2 ’

gdzie ny +ng = n (n1 obserwacji z klasy 1, ny obserwacji z klasy 2). Srednie klas zapisujemy
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Analiza dyskryminacyjna 1.3 Liniowa funkcja dyskryminacyjna

20
I

10

Rysunek 1.4: Dwie nieroztaczne klasy rozdzielone prosta dyskryminacyjna (hiperpowierzchnia
w R2).

40

30

20

10

&
-10

Rysunek 1.5: Dwie nieroztaczne klasy rozdzielone plaszczyzna dyskryminacyjna (hiperpo-
wierzchnia w R3).

jako:

~ 1 ni ~ 1 n2
Xlznflei XQZn*ZXQi
Li=1 2 =1

Prébkowe macierze kowariancji charakteryzuja rozproszenie wewnatrzgrupowe (wewnatrz
klas). Wspélezesna metoda LDA, jak i metoda zaproponowana przez Fishera opiera si¢ na
zalozeniu, ze klasy posiadaja taka samg macierz kowariancji. Macierz kowariancji wewnatrz-
grupowej, wspoélnej dla obydwu klas przyjmuje postac:

2
! Z(nk — l)Sk = 1

k=1

2 ng
> [Z(in — Xp) (Xpi — ik)T}, (1.16)
k=1 i=1

n—2
n =mni + na,

gdzie S, k = 1,2, sa prébkowymi macierzami kowariancji w klasach 1 i 2. Prébkowg miara
zmienno$ci wewnatrzgrupowej wzdtuz kierunku a jest wielkosé

a’Wa (1.17)
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1.4 Dyskryminacja oparta na rozkladach prawdopodobiernistwa Analiza dyskryminacyjna

Zgodnie z powyzszym, zadaniu znalezienia reguly dyskryminacyjnej, sformutowanemu przez
Fishera, nadajemy postaé:

e 7Znajdz kierunek a w X, ktory najlepiej rozdziela obydwie podpréby uczace, za miare
rozdzielnosci klas wzdtuz danego kierunku a wez kwadrat odleglosci miedzy Srednimi
w podproébach wzdtuz tego kierunku,

(aTxy —al'x))?
zmodyfikowany przez odpowiednio uwzgledniona zmienno$é wewnatrz klas wzdluz kie-

runku a
T

X9 — aT)_{1)2
aTWa

gdzie W jest prébkows macierza kowariancji wewnatrzgrupowej. Znalezienie kierunku

najlepiej rozdzielajacego klasy jest réwnowazne znalezieniu wektora kierunkowego a

maksymalizujacego wyrazenie 1.18.

(a

(1.18)

e Majac kierunek a zrzutuj ortogonalnie obydwie $rednie klas oraz obserwacje x o nie-
znanej klasie na ten kierunek, zaklasyfikuj x do klasy j jezeli

T

‘é X — éij‘ < ‘éTX —alx; (1.19)

dla k # j,j, k € {1,2}.

Fisher w swoim rozwiazaniu zalozyl, ze macierze kowariancji wewnatrz klas sa identyczne.
Okazuje sie, ze ta metodg mozna otrzymaé¢ dobre wyniki nawet wtedy, gdy zatozenie to nie
jest spelnione.

Mozna wykazaé, ze wektor maksymalizujacy iloraz 1.18 jest proporcjonalny do wektora

W_l(ig — )21):

ao Wz, —x;) (1.20)

Zmienna a’ x nazywana jest (pierwszq) zmienng kanoniczng, natomiast wektor a (pierwszym)

wektorem kanonicznym.

W niniejszej pracy nie bedziemy zajmowac sie problemem wielu klas. Szczegdtowy opis uogol-
nienia metody LDA na wiele klas mozna znalezé w [1].

1.4. Dyskryminacja oparta na rozkladach prawdopodobienstwa

Konstruujac metode LDA przedstawiliémy podejécie geometryczne zakladajac, ze klasy roz-
dzielimy liniowymi hiperpowierzchniami. We wstepie wspomnieliémy réwniez, ze w praktyce
obserwowane klasy czesto nie sa rozdzielne. Klasy, gdzie nosniki rozktadéw na siebie ,,zacho-
dza”, odréznia jedynie postaé¢ rozktadow. W takim przypadku naturalnym staje sie podejscie
probabilistyczne oparte na rozktadach prawdopodobienstw obserwacji w klasach.

Rozklady w populacjach dzielimy na trzy typy. W pierwszym posiadamy pelna informacje

o postaci rozktadu i jego parametrach. Drugi jest modyfikacja pierwszego, tzn. znana jest
postaé rozktadu, lecz parametry rozkladu muszg by¢ estymowane. Trzeci typ jest czystym
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Analiza dyskryminacyjna 1.4 Dyskryminacja oparta na rozkladach prawdopodobienstwa

A prosta dyskryminacyjna

20

-40 -20 0 20 40

Rysunek 1.6: Ortogonalny rzut obserwacji na prosta wyznaczong kierunkiem a oraz przeciecie
tej prostej z prosta dyskryminacyjng dobrze rozdziela klasy.

podejéciem empirycznym, gdzie nie zaktadamy nic o rozktadach w klasach. W praktyce spo-
tykamy najczesciej typ drugi i trzeci.

W ponizszym tekscie przyjmujemy, ze rozklad obserwacji x € X z klasy k € {1,2,...,g} jest
dany dyskretnym rozkladem prawdopodobienstwa p(x|k) lub funkcja gestosci prawdopodo-
bienistwa p(x|k) = fr(x). Przypadek rozkladéw dyskretno-ciaglych pomijamy.

1.4.1. Regula najwiekszej wiarygodnosci

Pierwsza i najbardziej intuicyjna regula dyskryminacyjna oparta na rozktadach prawdopo-
dobienstw obserwacji w klasach jest metoda najwiekszej wiarygodnosci.

Definicja 1.4.1 Regule dyskryminacyjna d: X — {1,2,..., ¢} dana wzorem
d(x) = nw(x) = arg ml?,xp(x|k:) (1.21)
nazywamy regula najwickszej wiarygodnosci (w skrécie NW).

W przypadku gestosci prawdopodobienstwa reguta NW dla obserwacji x € X wybiera te
klase k € {1,2,...,¢g}, dla ktérej wartos¢ gestosci p(x|k) = fr(x) jest najwyzsza. Przypa-
dek dyskretny nie wymaga wyjasnien. Problem pojawia sie, gdy nie mozna jednoznacznie
okresli¢, do ktérej z klas przypisaé¢ x, tzn. kiedy istnieja i,j € {1,2,...,9}, ze ¢ # j oraz
p(x|i) = p(x|7) = maxy p(x|k). W takim przypadku obserwacje x przyporzadkowuje sie w
spos6b losowy do jednej z klas {i : p(x|i) = maxy p(x|k)}.

Rysunek 1.7 przedstawia trzy gestosci: p(x|1), p(x|2), p(x|3). Krzywa NW (x) wskazuje klase,
do ktoérej reguta NW przydziela obserwacje x. Za wyjatkiem dwoch punktéw reguta NW
jednoznacznie klasyfikuje obserwacje x € X do klas 1, 2 lub 3. Na wykresie zaznaczono
rowniez dwie obserwacje x1, X2, dla ktérych nie mozna jednoznacznie okresli¢ przynaleznosci
do klasy. Losowy wybér klasy sposréd klas 2 lub 1 konieczny jest dla obserwacji xp, tzn.
p(x1]2) = p(x1]1) = NW(x1). Losowy wybor klasy sposréd klas 1 lub 3 konieczny jest dla
obserwacji x2, tzn. p(x2|1) = p(x2|3) = NW (x2).
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klasa 1 - pgxléi
Te} — p(x
N
=} — p(xI3)

= = NW(x)
klasa 2
o
N
o
klasa 3

T}
—
o
o
—
o
[T}
o
o
o
S
o

Rysunek 1.7: Trzy gestosci: p(x|1), p(x]2), p(x|3). Krzywa NW (x) wskazuje klase, do ktérej
reguta NW przydziela obserwacje x.

1.4.2. Regula Bayesa

Do zalozen odnosnie rozkladu obserwacji x € X z klasy k € {1,2,..., g} dodajmy prawdopo-
dobiefstwa a priori® m,m, . .. , g, ze obserwacja (dowolna) pochodzi z klasy k. Prawdopo-
dobienstwa a priori moga by¢ oszacowane w przypadku posiadania dostatecznie duzej proby
uczacej przez wyznaczenie czestosci (proporcji) w probie uczacej obserwacji z danej klasy.

9

Na mocy twierdzenia Bayesa prawdopodobienstwo a posteriori®, ze zaobserwowana wartosé

x € X pochodzi klasy k € {1,2,...,g} wynosi

Tp(x|k)
pkx) = g~
Przy znanym prawdopodobienistwie a posteriori p(k|x) najbardziej naturalna reguta dyskry-
minacyjna jest reguta Bayesa.

(1.22)

Definicja 1.4.2 Regule dyskryminacyjna d: X — {1,2,..., g} dana wzorem

d(x) = b(x) = arg ml?xp(k]x) (1.23)
nazywamy regula Bayesa (klasyfikatorem Bayesa).

Regula Bayesa dla obserwacji x € X wybiera te klase k € {1,2,...,¢g}, dla ktérej najwieksze
jest prawdopodobienstwo p(k|x). Podobnie jak w przypadku regulty NW pojawia sie problem
jednoznacznosci przydzielenia x do klasy w sytuacji, gdy istnieja i,j5 € {1,2,...,9}, ze i # j
oraz p(i|x) = p(j|x) = maxy p(k|x). Takie obserwacje przyporzadkowuje si¢ w sposéb losowy
do jednej z klas {i : p(i|x) = maxy p(k|x)}.

8 A priori - z zatozenia.
9A posteriori - z nastepstwa.
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Analiza dyskryminacyjna 1.4 Dyskryminacja oparta na rozkladach prawdopodobienstwa

Stwierdzenie 1.4.1 Jezeli znane sg prawdopodobienstwa a priori 7,72, ..., 7, oraz praw-
dopodobienstwa (funkcje gestosci) p(x|k), to na mocy (1.22) wybér takiej klasy k € {1,2,...,g},
ze maksymalne jest prawdopodobienstwo p(k|x), réwnowazny jest wyborowi takiego k, ze
maksymalna jest warto$¢ wyrazenia mip(x|k).

Whniosek 1.4.1 Zachodzi réwnosé

b(x) = arg max Trp(x|k) (1.24)

Whniosek 1.4.2 Reguta NW jest regula Bayesa w przypadku réwnych prawdopodobiefistw
a priori m = m = ... = 7.

Okazuje sie, ze zaden klasyfikator nie moze mie¢ mniejszego ryzyka catkowitego niz ryzyko
catkowite klasyfikatora Bayesowskiego.

Twierdzenie 1.4.1 Regula Bayesa minimalizuje ryzyko catkowite.

Dowdd twierdzenia przeprowadzimy jedynie dla przypadku ciagtego rozkladu obserwacji lo-
sowych x, gdy X = RP.

Dowéd: Niech bedzie dana postaé¢ wskaznikowa (c1,ca, ..., cq) (def. 1.2.2) dowolnego usta-
lonego klasyfikatora d : R? — {1,2,...,g}. Oznaczmy przez p;; prawdopodobienstwo za-
klasyfkowania przez klasyfikator d obserwacji losowej z klasy i € {1,2,...,¢9} do klasy
j € {1,2,...,g}. Rozklad losowej obserwacji x z klasy k dany jest funkcja gestosci praw-
dopodobienstwa p(x|k). Zatem mozemy zapisaé¢

Pij _/ a()—] p(x|i)dx = /RP cj(x)p(x|i)dx

Ryzyko catkowite (def. 1.2.5) klasyfikatora d na podstawie (1.11) przyjmuje postaé
g g
R(d) = ExR(d, k) = Zka x)£k|y=k =Y m(l—pw)=1= Tips
k=1 k=1

Rozpatrzmy dalej posta¢ wskaznikowa (cj, c3, ..., cy) klasyfikatora Bayesowskiego b : R? —
{1,2,...,g}. Oczywiscie

(2

wioy . ) 1 gdy mip(x|i) = maxy, mp(x|k) ,
ci(x) = { 0 w przypadku przeciwnym. dla i€ {1,2,....g}

Zauwazmy, ze

g

Zﬂkpkk = Z/ ck(x)mep(x|k)dx Z/ cr(x maXng(XU)

— [ (3 ek maxmpelivax = [ mocp(xd) dx—Z [ ciomatuliyin

k=1
g
= Z Pkr*
k=1
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1.5 Dyskryminacja jako problem regresji Analiza dyskryminacyjna

poniewaz
g
mase;p(x|j) = > ch(x)mp(x|k)

oraz przyjmujac, ze

Pij = RP H[b(x):j]p(xmdx B /Rp “ (op(el)dx

jest prawdopodobienstwo zaklasyfkowania przez klasyfikator bayesowki b obserwacji losowej
z klasy i € {1,2,...,g9} do klasy j € {1,2,...,¢g}. Zatem

g g
R(d)=1-=> mpre >1— Y mpiy = R(b)
k=1 k=1

|
Ryzyko klasyfikatora Bayesa nazywamy ryzykiem bayesowskim. Podkredlmy, ze dla X = RP
oraz ciaglego rozkladu p(x|k) obserwacji losowych x z klasy k ryzyko bayesowskie dane jest
wzorem

R(b)=1- ];/Rpll[h(x)k] meplxlk)dx = 1= [ maxmp(x/k) (1.25)

1.5. Dyskryminacja jako problem regresji

W sekcji tej nie bedziemy zajmowaé sie szczegdtowym przedstawieniem metod rozwiazania
zadania dyskryminacji przez zadanie regresji. Zwrocimy jedynie uwage na gtéwny zwiazek
pomiedzy zagadnieniami.

Zadanie dyskryminacji jest w istocie zadaniem estymacji funkcji o wartosciach nominalnych.
W przypadku, gdy liczba klas g = 2, a zbiér klas to {0, 1}, z latwoscia zauwazymy, ze

E(y[x) = P(y = 1]x) (1.26)

gdzie x € X jest losowa obserwacja, E(y|x) jest warunkowa wartoscia oczekiwana zmiennej
losowej y pod warunkiem zaobserwowania x, a P(y = 1|x) jest prawdopodobiehstwem wa-
runkowym, ze znajdujemy si¢ w klasie 1 pod warunkiem zaobserwowania x.

Przypomnijmy, ze dla zmiennej niezaleznej (zmiennej objasniajacej) X oraz zmiennej zaleznej
(zmiennej objasnianej) Y, funkcja regresji, a dokladnie linia regresji pierwszego rodzaju, dana
jest wartoscia oczekiwana

E(Y]X = z)

Zadanie dyskryminacji mozna zatem przedstawi¢ jako zadanie regresji z funkcja regresji
P(y = 1|x) = p(1]x). Dla problemu z liczba klas g > 2 istnieje zwiazek z regresja wie-
lowymiarowa. Stosujac kodowanie etykiety klasy dla obserwacji x z klasy k € {1,2,...,¢9}
przez wektor wskaznikowy y = (y(M),y2), ... y9))

Y '_{O ody i £k dla ie{1,2,...,9}
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Analiza dyskryminacyjna 1.6 Dyskryminacja logistyczna

bezposrednio otrzymujemy

E(y®x) = p(k) (1.27)
dla ke {1,2,...,g}.

1.6. Dyskryminacja logistyczna

Rozwazmy zadanie dyskryminacji dla problemu 2-klasowego (klasy kodowane ich numerami).
W podejsciu logistycznym estymujemy prawdopodobienstwa p(k|x), ze zaobserwowana war-
to$¢ x pochodzi z klasy k € {1,2}.

Model przyjmuje postac:

p(2]x) I
1n71—ﬁ(2|x)_ + B x. (1.28)

Rozwiktujac powyzszy model otrzymujemy:

ea+ﬁTx
p(2[x) = Ty (1.29)
oraz
R 1
p(llx) = T4 catix (1.30)
Funkcje In 1% oznacza si¢ czesto logit(v) i nazywa funkcjg logitowq. Parametry (o, () es-

tymatoréw (modelu) (1.29) oraz (1.30) wyznaczamy metoda najwiekszej wiarygodnosci, tzn.
maksymalizujac funkcje wiarygodnosci (1.31) na podstawie préby.

B(2]xi) ¥ p(L]x) (1.31)

.

=1

W powyzszym y; jest wartoécia funkcji wskaznikowej klasy 2 dla i-tej obserwacji.

W momencie, gdy wyznaczone sa estymatory p(1|x) oraz p(2|x), reguta dyskryminacyjna
polega na wybraniu wiekszej z tych wartosci i odpowiedniej klasyfikacji obserwacji x (reguta
Bayesa).

Uogodlniajac powyzszy model na przypadek wielu nadal zaktadamy, ze klasy kodujemy ich
numerami. Konstrukcja estymatoréw prawdopodobiefnstw p(k|x) przebiega w ponizszy spo-
sob:

p(Alx) T
" gl ~ 0O
p(2[x) T
gl
5(g— 1
In W = Bg-1)0 t ﬂgT_lx
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Ostatecznie:

e(ﬁkO"'lng)

1+ Zzg;11 e(ﬁzo-i—ﬁlTX)

pk]x) = (1.32)

k=1,...,9—1, oraz

1
14 Y9! e(Bo+B)

plglx) = (1.33)

Zauwazmy, ze

g
>_b(lx) =1

=1

Oznaczmy
pk|x) = pr(x,6)

gdzie 0 = {10,814, - - -, Bg—1)0, By—1}- Logarytm funkeji wiarygodnosci przyjmuje postac:

Z 1nﬁk1 (Xi) 9)5
i=1

gdzie k; jest klasa i-tego elementu préby. Nastepnie maksymalizujac te funkcje wzgledem
wektora 6 otrzymujemy wszystkie prawdopodobienstwa a posteriori. Reguta dyskryminacyjna
w oczywisty sposéb ma postaé reguty bayesowskiej.

1.7. Ocena jakosci klasyfikacji

Jakoé¢ procesu klasyfikacji rozpatrywana jest w kontekscie wlasnoéci zaproponowanego kla-
syfikatora. W typowym problemie dokonuje sie oceny:

o bledu klasyfikacji, tzn. prawdopodobienstwa niepoprawnej decyzji,
e wlasnoéci klasyfikatora podczas procesu uczenia,

e wlasnoéci klasyfikatora podczas procesu predykcyi.

W zaleznoéci od typu rozwiazywanego problemu powyzsze punkty traktuje sie z rézna istot-
noscia. Posiadajac niewielka préobe uczaca mozemy skupié¢ si¢ na minimalizacji bledu, za-
pominajac o czasie uczenia oraz predykcji. W praktyce efektywna analiza duzych zbioréw
danych nie ma jednak szans powodzenia bez uwzglednienia wplywu wymienionych czasow.
Jeszcze inna sytuacja zachodzi, gdy mamy do czynienia z rézna dynamika przyrostu danych
uczacych, gdzie wlasnosé skalowalnosci jest szczegdlnie wazna.

1.7.1. Blad klasyfikacji

Oszacowanie btedu klasyfikacji pozwala wybraé klasyfikator mozliwie najlepiej przyblizajacy
dokladne rozwiazanie zadania dyskryminacji. Istnieje wiele technik oszacowania btedu klasy-
fikacji algorytméw uczacych.
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Analiza dyskryminacyjna 1.7 Ocena jakosci klasyfikacji

Ponowne podstawienie

Do budowy klasyfikatora i oceny jego skutecznosci uzywany jest ten sam zbiér danych. Re-
guta klasyfikacyjna powstala przy uzyciu zbioru uczacego testowana jest przez dokonanie
predykcji na kazdej obserwacji z proby uczacej'’. Poréwnanie wyniku predykcji z oryginalna
przynaleznoscia do klasy pozwala wyznaczy¢ liczbe (procent) obserwacji blednie zaklasyfiko-
wanych. Jest to proste podejscie, jednak taki estymator btedu moze byé mocno obciazony. Im
bardziej ztozony jest klasyfikator, tym mniejszy btad dla préby uczacej jest generowany. Zbyt
doktadne dopasowanie do danych uczacych prowadzi do uwzglednienia przypadkowych za-
leznosci, a w konsekwencji do duzego bledu rzeczywistego. Metoda ponownego podstawienia
daje zadawalajace efekty jedynie dla prostych regul, takich jak metody liniowe.

Proéba testowa

W sytuacji, gdy dysponujemy odpowiednio licznym zbiorem uczacym dokonujemy losowa-
nia bez zwracania pewnej liczby jego elementéw, tworzac probe testowa. Elementy pozostate
(nie ujete w losowaniu) tworza nowa prébe uczaca, przy uzyciu ktérej konstruowany jest
klasyfikator. Obserwacje z proby testowej, o ktérych wiemy do jakich klas naleza, poddawa-
ne sg predykcji. Wynik predykcji w poréwnaniu z oryginalna przynaleznoscia do klas daje
oszacowanie prawdopodobienstwa niepoprawnej decyzji. Estymator uzyskany metoda proby
testowej posiada na ogél mniejsze obciazenie. Wykorzystanie w celach testowych elementéw
nie bioracych udzialu w procesie uczenia dobrze odzwierciedla przypadek predykcji na da-
nych rzeczywistych. Metoda proby testowej daje dobre rezultaty dla ztozonych klasyfikatoréw,
takich jak drzewa klasyfikacyjne.

Kroswalidacja

Metode kroswalidacji stosuje sie dla matych zbioréw uczacych!'. W k-krotnej kroswalida-
cji probe uczaca dzieli sie na k mozliwie réwnolicznych czesci. W kolejnym kroku tworzone
sa pseudobrépy, przy czym kazda z nich jest sumg dowolnie réznych & — 1 czesci oryginal-
nej préby uczacej. Pseudoproby wykorzystywane sa w procesie uczenia, czego wynikiem jest
zbiér k klasyfikatoréw (kazdy z klasyfikatoréw powstaje przy wykorzystaniu tylko jednej z
pseudoprob, (kfl) = k mozliwodci). Jakos$é kazdego klasyfikatora oceniana jest przez spraw-
dzenie liczby btednych klasyfikacji na tej czesci oryginalnego zbioru uczacego, ktéra nie brata
udzialu w procesie uczenia danego klasyfikatora. Ostateczng jakos¢ klasyfikacji podaje sie
jako érednig z wartosci otrzymanych dla kazdego klasyfikatora z osobna (wariancja wynikéw
okresla odchylenie od tej éredniej). Estymator uzyskany metoda kroswalidacji jest ,prawie”
nieobcigzony. Zazwyczaj mata liczba k prowadzi do wiekszego obciazenia tego estymatora,
ale zmniejsza jego wariancje. Szczegdlnym przypadkiem tej metody jest n-krotna kroswali-
dacja (z ang. leave-one-out), gdzie k = n (n - liczno$é oryginalnej préby uczacej). Wyniki
tej metody daja z reguly mate obciazenie estymatoréow, prowadzac do duzej wariancji. Dla
stabilnych klasyfikator6w (niewielkie zmiany w zbiorach uczacych nie powoduja znaczacych
zmiany w powstalych regulach decyzyjnych) metoda pozwala na otrzymanie zadawalajacych
rezultatéw. Oczywiscie kroswalidacja jest kosztowna, dlatego tez stosowana jest dla matych
zbioréw danych.

0Dokonanie predykeji na kazdej obserwacji z préby uczacej wiaze sie z koniecznocia ponownego wykorzy-
stania danych uczacych, stad nazwa ,ponowne podstawienie” (ang. resubstitution).

"Breiman, Friedman, Olshen i Stone zaproponowali w [3], zeby uzywaé kroswalidacji dopiero wtedy, gdy
liczba elementéw pochodzacych z cho¢ jednej klasy bedzie mniejsza od 900.
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Bootstrap

Niektore modele klasyfikacyjne sa niestabilne, co oznacza, ze niewielkie zmiany w zbiorach
uczacych moga powodowaé duze zmiany w powstalych regutach decyzyjnych. Dokladnosé
niestabilnych modeli moze zosta¢ poprawiona metoda bootstrap. Technika ta polega na n-
krotnym losowaniu ze zwracaniem pseudopréb, kazda o liczebnosci n. Pseudopréby wyko-
rzystywane sa w procesie uczenia. W efekcie otrzymujemy kolejne wersje tego samego kla-
syfikatora. W nastepnym kroku dla kazdego elementu z oryginalnej préby uczacej wyliczany
jest procent btednych klasyfikacji dokonanych przez te klasyfikatory, w budowie ktorych da-
ny element nie bral udzialu. Nastepnie dla wszystkich elementéw oryginalnej proby uczacej
wyliczana jest Srednia warto$¢ otrzymanych proporcji btednych klasyfikacji. Uzyskany wynik
jest oszacowaniem prawdopodobienstwa niepoprawnej klasyfikacji. Otrzymane w ten sposéb
oszacowanie jest jednak obcigzone. Pseudopréba typu bootstrap to model z losowaniem bez
zwracania, zatem prawdopodobienstwo, ze dany element nie zostanie do niej wylosowany

Wynosi
1 1 1 I\" 1
1—a:(1—)(1—)...<1—>:(1—) ~ - =0,368 (1.34)
n n n n e

n—losowan

natomiast prawdopodobienstwo jego wylosowania dane jest liczba
1
ar~l—-=0,632 (1.35)
e

7 powyzszego bezposrednio wynika, ze podczas budowy kolejnych klasyfikatoréw srednio wy-
korzystywane jest okoto % obserwacji z oryginalnej proby uczacej, a Srednio % obserwacji z tej
préby nie zostaje wylosowana do odpowiedniej pseudopréby, co w rezultacie powoduje zawyze-
nie otrzymanego oszacowania prawdopodobienstwa blednej klasyfikacji (obciazenie dodatnie).
Oznaczmy ten estymator symbolem 05 .- Z drugiej strony, jezeli rozwazymy oszacowanie po-
wyzszego prawdopodobienstwa jako usrednienie utamkéw blednych klasyfikacji otrzymanych
dla wszystkich bootstrapowych wersji danego klasyfikatora, gdy kazdy klasyfikator testowany
jest na calej prébie uczacej, otrzymamy estymator 0 o obciazeniu ujemnym ($rednio az
okoto % testowanych elementéw brato udzial w procesie uczenia). Rozpatrzmy estymator 05
dany kombinacja wypukla

0 :=afp, + (1 —a)fp =~0,6320p, +0,368 Op_ (1.36)

Okazuje sie, ze estymator éB, nazywany estymatorem bootstrap 0,632, koryguje obciazenia
estymatoréw 0p, i 0p_ oraz, ze jest godny polecenia w metodzie bootstrap. Estymator ten
zawodzi w przypadkach, gdy zbior uczacy sprzyja nadmiernemu dopasowaniu sie do danych
uczacych.

Uwagi praktyczne

W praktyce, podczas szacowania jakosci klasyfikacji, bardzo przydatna okazuje sie struktura
zwana macierzq bledéw (z ang. confiusion matriz).

Definicja 1.7.1 Macierza btedu dla zbioru etykietowanych obserwacji T', w problemie dys-
kryminacji o g klasach (klasy o etykietach 1,2,...,¢), przy znanym klasyfikatorze d, nazywa
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sie g X g-macierz postaci

ni; N2 ... nlg
nor mMNM922 ... N2
! (1.37)
Ngl Ng2 ... Ngg
gdzie n;; (i,j = 1,...,g) oznacza liczbe obserwacji w zbiorze T' pochodzacych z klasy 14
zaklasyfikowanych regula d do klasy j.
g
Oczywiscie n = Z n;; jest liczbg elementéw w zbiorze T'. Z latwosciag podajemy liczbe
ij=1
g g
poprawnych klasyfikacji Z n;; oraz liczbe klasyfikacji btednych Z n;;. Podane wskaz-
i=1 ij=1, i#j

niki naturalnie przenosza sie na analogiczne definicje w ograniczeniu do ustalonej klasy, co
czasami utatwia analize jakosci rozwiazania.

1.7.2. Proces uczenia oraz predykcji

Analiza procesu uczenia oraz predykcji pozwala na wybdr klasyfikatora, ktory mozliwie naj-
lepiej odpowiada postawionym warunkom praktycznym zadania dyskryminacji (rozmiary da-
nych, oczekiwane czasy uczenia oraz predykcji, zaktadana dynamika przyrostu danych uczg-
cych).

Selekcja cech

Czesto informacje o obiekcie zbierane sa w nadmiarze. W zwigzku z tym wystepuje wiele
zbednych cech. Cechy moga by¢ zbedne, poniewaz nie wprowadzaja zadnej nowej informacji
lub tez nie maja zadnego zwiazku z celem klasyfikacji (przykladem sa cechy liniowo zalezne).
Wystepowanie cech zbednych powoduje niepotrzebne wydluzenie czasu uczenia oraz, w przy-
padku wielu modeli klasyfikacyjnych, prowadzi do trudnosci w poprawie jakosci klasyfikacji.
Dlatego tez w realnych zastosowaniach klasyfikacyjnych przed przystapieniem do uczenia
usituje sie wykry¢ i usunac tego typu cechy. Metody selekcji cech usituja znalezé minimalny
podzbiér cech, ktore spetniajg nastepujace kryteria:

e jako$¢ klasyfikacji nie ulegnie znaczacemu zmniejszeniu

e rozktad klas otrzymany przy uzyciu tylko wybranych cech jest tak bliski jak to tylko
mozliwe oryginalnemu rozktadowi tych klas.

Jedna z metod przedstawimy na przykladzie pseudopréb typu bootstrap. Pamietamy (1.7.1),
ze do kazdej z pseudopréb nie zostaje wybrana Srednio okoto % elementéw z oryginalnej
préby uczacej (zbiér niewybranych elementéw z jezyka angielskiego nazywa sie zbiorem
out — of — bag). Dokonujemy klasyfikacji na zbiorze out — of — bag i wyznaczamy liczbe
dobrych klasyfikacji. Kazdy element out — of — bag opisywany jest przez te same cechy. Doko-
nujemy losowej permutacji wybranej cechy dla wszystkich elementéow w zbiorze out —of —bag,
a nastepnie sprawdzamy jaka jest teraz jako$¢ klasyfikacji, czy wystapita zmiana pomiedzy
liczba obserwacji dobrze sklasyfikowanych po permutacji i przed permutacjg. Srednia rézni-
ca tych liczb dla wszystkich pseudopréb okresla wage rozpatrywanej cechy i jej wplyw na
klasyfikacje.
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Zlozonosé i skalowalnosé

Zlozonosc obliczeniowa procesu uczenia oraz procesu predykcji jest niezwykle istotna w pro-
blemach, gdzie przetwarzane sa duze ilosci danych. Zwréémy uwage, ze dane uczace opisywane
sg dwuwymiarowa strukturg, tzn. przez numer obserwacji oraz numer atrybutu. Zatem liczba
obserwacji oraz liczba atrybutéw w zbiorze uczacym maja wplyw na liczbe iteracji niezbed-
nych do utworzenia reguly oraz przeprowadzenia predykcji. Zaleznos¢ liczbowa pomiedzy
liczba iteracji a parametrami wejsciowymi algorytmu nazywana jest ztozonoscig obliczeniowa
algorytmu. W typowych przypadkach atrybuty nominalne powiekszaja ztozonos¢ obliczeniowa
w stosunku do atrybutéw ciaglych / numerycznych. Wyréznia sie réwniez pojecie ztozonosci
pamieciowej, jednak istnienie nosnikéw potrafiacych pomiesci¢é TB danych zmniejsza wage tej
wielkosci.

Analiza dynamiki przyrostu danych uczacych pozwala na okreslenie typu zaleznosci pomiedzy
sposobem dziatania klasyfikatora oraz zmiana warunkéw poczatkowych. W przypadku har-
monijnej zalezno$ci méwimy, ze proces jest skalowalny'?. Wlasnosé skalowalnoéci gwarantuje
mozliwoé¢ harmonijnego dostosowywania sie systemu w miare uplywu czasu i zwiekszania
ilosci danych, bez koniecznosci rewolucyjnych zmian projektowych.

12D]a algorytméw jest to np. proporcjonalnosé czasu dziatania do wielkosci danych wejéciowych
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Rozdziat 2

Rodziny klasyfikatoréw

2.1. Wprowadzenie

W rozdziale pierwszym sformutowano problem klasyfikacji pod nadzorem jako zadanie wy-
boru (konstrukeji) klasyfikatora (reguty/funkji dyskryminacyjnej) na podstawie dostepnej
proby uczacej. Podano réwniez metody szacowanie jakoéci predykeji przynaleznosci do klas.
W niniejszym rozdziale zastanowimy sie nad sytuacjami, gdzie jakosé klasyfikacji jest ,nieza-
dawalajaca”. Zaprezentujemy metody stabilizacji klasyfikatorow, u podstaw ktorych lezy idea
poprawy dokladnosci dziatania dowolnej reguty. Techniki te polegaja na konstruowaniu wie-
lu wersji jednego klasyfikatora (rodziny klasyfikatoréw), przy czym zazwyczaj klasyfikatory
z tej rodziny powstaja na podstawie pewnych pseudoprob utworzonych z oryginalnej proby
uczace;j.

2.2. Pojecie rodziny klasyfikatoréw

Definicja 2.2.1 Rodzing klasyfikatoréw nazywamy dowolng rodzine regut (hipotez)
:{dk:XH{lj,...,g}} (2.1)
k=1,2,....K
gdzie K > 2

Definicja 2.2.2 Liczbe glosow oddanych przez rodzine klasyfikatoréw D na to, aby obser-
wacje x € X zaklasyfikowaé do klasy j € {1,2,..., g} okreslamy jako

Nj(x) = #{k + dy(x) = 5 (2.2)

Definicja 2.2.3 Klasyfikatorem generowanym przez rodzine klasyfikatoréw D nazywamy
klasyfikator dp : X — {1,2,..., g} wybrany regula glosowania

dp(x) := arg max Nj(x) (2.3)

Rodzina klasyfikatorow w naturalny sposéb generuje regulte poprzez ostateczne zaklasyfiko-
wanie x do klasy, ktora byla najczesciej wskazywana przez poszczegdlne reguly z rodziny.

Definicja 2.2.4 Marginesem klasyfikacji obserwacji x € X z klasy y € {1,2,..., ¢} w rodzi-
nie klasyfikatoréw D nazywamy funkcje
1 K

mgp(x,y) = Va ;H[dk(x):y - Ijn;%;{ ? Z I [ (x (2.4)
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2.3 Dlaczego rodziny klasyfikatoréw? Rodziny klasyfikatorow

Margines klasyfikacji jest miara wskazujaca o ile Srednia liczba gloséw oddanych na klase
poprawng przewyzsza Srednig liczbe gloséw oddanych na jakakolwiek inna klase. Im wigksza
wartos¢ funkcji marginesu, tym predykcja jest pewniejsza.

Definicja 2.2.5 Jezeli (x,y) pochodza z rozkladu P to bledem wogdinionym rodziny klasy-
fikatoréw D nazywamy prawdopodobienstwo

PE*(D) = P(mgp(x,y) < 0) (2.5)

2.3. Dlaczego rodziny klasyfikatorow?

Rodziny klasyfikatoréw posiadaja zadziwiajaco dobre wtasnosci w przypadku, gdy klasyfi-
kator pojedynczy obarczony jest duzym ryzykiem catkowitym, jednak mniejszym niz ryzyko
catkowite klasyfikatora losowego. Z klasyfikatorem losowym mamy doczynienia w sytuacji,
gdy wybér klasy dokonywany jest w sposéb losowy. Takie procesy klasyfikacji nie sg zalezne
od préby uczacej. Prawdopodobienstwo popelnienia bledu (btad klasyfikacji) przez klasyfi-
kator losowy wyznaczaja prawdopodobienstwa a priori przynaleznosci obserwacji do klas. W
przypadku dwoch klas z réwnymi prawdopodobienstwami a priori btad klasyfikacji wynosi %
Klasyfikatory niewiele lepsze od losowego wyboru klas nazywamy stabymi (stabymi uczniami).

Zalézmy, ze posiadamy K niezaleznych klasyfikatorow, gdzie prawdopodobienstwo podjecia
poprawnej decyzji przez kazdy z nich wynosi p. Wérdd wszystkich decyzji podjetych przez K
klasyfikatorow, czesto$é¢ tych poprawnych wynosi oczywiscie p, a wariancja plT_p (doswiad-
czenie dwumianowe). Ustalajac np. prawdopodobienstwo p poprawnej decyzji na poziomie
0,55 oraz zakladajac, ze dysponujemy 1000 klasyfikatoréw, mozemy by¢ prawie pewni, ze
wiekszo$¢ z nich dokona poprawnej klasyfikacji. Odpowiednio liczna rodzina niezaleznych
klasyfikatoréw oraz wybdr tej klasy, ktora zostata wskazana przez wickszoéé klasyfikatoréw,
prawie na pewno jest gwarantem poprawnej decyzji. Takie rozumowanie stoi u podstaw kon-
strukcji rodzin klasyfikatorow, choé¢ w praktyce dostepne klasyfikatory sa od siebie staty-
stycznie zalezne (pseudoproby tworzone sa na podstawie tej samej préby uczacej). Mimo to
rodziny klasyfikatorow posiadaja zadziwiajaco dobre wtasnosci.

Istnieje kilka innych przyczyn sklaniajacych do konstrukeji rodzin klasyfikatorow oraz do
wniosku, ze znalezienie pojedynczego klasyfikatora, ktory dzialaltby tak dobrze jak rodzina,
jest trudne. Aby zrozumieé te przyczyny nalezy rozwazy¢ nature algorytméw uczacych. Algo-
rytmy te przeszukujg przestrzen mozliwych regul w poszukiwaniu reguly najbardziej trafnej.
Bardzo wazny jest rozmiar tej przestrzeni, jak i fakt zawierania sie w niej dobrego przyblizenia
rozwazanej zaleznoéci. Ponizej przedstawiamy gléowne przyczyny.

Brak dostatecznej iloSci informacji w zbiorze uczacym

Zbidér uczacy moze nie dostarczaé wystarczajacej ilosci informacji do wybrania najlepszego
pojedynczego klasyfikatora. Wiekszosé algorytmow uczacych generuje bardzo duza przestrzen
regul (hipotez), ktérej rozmiar po wyeliminowaniu tych z duzym bledem, tylko nieznacznie sie
zmniejsza. Wszystkie pozostate reguly posiadaja wymagana dokladnosé klasyfikacji. Mozliwe
jest jednak zaistnienie réznych powodéw, aby niektore z nich uznaé za lepsze (np. hipote-
zy proste lub z duzym prawdopodobienistwem a priori). Rodziny klasyfikator6w pomagaja
wybraé wladnie takie hipotezy.
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Rodziny klasyfikatoréw 2.4 Nota historyczna

Zréwnowazenie niedoskonaloséci algorytméw uczacych

Zdarza sie, ze algorytmy uczace nie potrafig rozwigzaé pewnych trudnych zadan. Przyktadem
takich zadan sa problemy NP-zupelne (np.: znajdowanie najmniejszego drzewa decyzyjnego
lub tez znajdowanie wag dla mozliwie najmniejszych sieci neuronowych). Niedoskonalo$é
tych algorytméw objawia sie tym, ze nie moga ustali¢ dokladnego rozwiazania. Najczesciej
znajduja pewne reguly, ktére sa bardziej ztozone od rozwiazan dokladnych (lub maja mniej-
sze prawdopodobienstwo a posteriori, sa mniej dokladne). Uruchamiajac ten sam algorytm
uczacy na podobnym zbiorze trenujacym (np. zaszumionym), otrzymujemy kolejna (rézna
od poprzedniej) hipoteze (mniej lub bardziej doktadna). Rodziny klasyfikatoréw pomagaja,
zatem zrownowazy¢ niedoskonatosci algorytmow uczacych.

Brak dokladnego rozwigzania w przestrzeni hipotez

Przestrzen hipotez mozliwych do utworzenia przez dany algorytm uczacy moze nie zawie-
ra¢ dokladnej granicy podzialu (na rys. 2.1 linia diagonalna), lecz jedynie jej przybliZenia.
Skonstruowany klasyfikator na podstawie kombinacji przyblizen rozwazanej zaleznosci moze
leze¢ poza dana przestrzenia (moze wiec znacznie lepiej przyblizaé¢ doktadne rozwiazanie).
Dla przyktadu algorytmy drzew decyzyjnych przyblizaja dokladng granice podzialu przez
pewne funkcje - na rys. 2.1 linie schodkowe. Rodziny klasyfikatoréw pozwalaja na osiagniecie
granicy podzialu, ktora jest znacznie bardziej przyblizona do dokladnej.

% L4

1
]
74 KLASA 1 - -

KLASA 1

74

/ KLASA 2 KLASA 2
1

Rysunek 2.1: Rozwigzania wskazane przez trzy niezalezne klasyfikatory oraz wybrane najlep-
sze przyblizenie dokladnego rozwiazania.

2.4. Nota historyczna

Prace nad rodzinami klasyfikatorow rozpoczeto w latach 90-tych XX wieku. Pierwsza i naj-
prostsza rodzina klasyfikatoréw jest metoda bagging'. Metoda ta zostala przedstawiona przez
Leo Breimana? w 1996 roku. Kolejna metoda to boosting®, ktéra jest ulepszeniem metody

!Bagging - bootstrap aggregating.

2Leo Breiman (1928 - 2005) - wybitny statystyk, Profesor na Uniwersytecie Kalifornijskim w Berkeley.
Gléwne informacje na temat Leo Breimana mozna znalezé na stronie http: //www.stat.berkeley.edu/ breiman/.

3Boosting - z ang. wzmocnienie.
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2.4 Nota historyczna Rodziny klasyfikatorow

bagging, cho¢ powstawala niezaleznie od niej. Pierwszymi, ktérzy zastanawiali sie nad mozli-
woscia wzmocnienia ,stabego” algorytmu uczacego, ktérego wyniki dzialania sa nieco lepsze
od losowego (random guessing w modelu PAC*), byli Michael Kearns® i Leslie Valiant®. Nato-
miast Yoav Freund” i Robert Schapire® w 1995 roku przedstawili algorytm boostingu, ktéry
pozwolil juz rozwiazaé¢ wickszo$é praktycznych probleméw jakimi byly obciazone wczeéniej-
sze jego wersje. Ostatnia technika, ktérg bedziemy sie w tej pracy zajmowaé to lasy losowe?,

zaproponowane przez Leo Breimana.

4PAC Learning - Probably Approximately Correct Learning

®Michael Kearns - Profesor Nauk Informacyjnych na Uniwersytecie Pensylwanii. Strona domowa:
http://www.cis.upenn.edu/ mkearns/.

SLeslie Valiant - Profesor Nauk Informatycznych i Matematyki Stosowanej na Uniwersytecie Harvarda.
Strona domowa: http://people.deas.harvard.edu/ valiant/.

"Yoav Freund - Uniwersytet Kalifornijskim w San Diego. Strona domowa:
http://www.cse.ucsd.edu/ yfreund/.

8Robert Schapire - Uniwersytet Princeton. Strona domowa: http://www.cs.princeton.edu/ schapire/

9Lasy losowe - z ang. random forest.
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Rozdziat 3

Metoda bagging

3.1. Wprowadzenie

Bagging (Bootsrap Aggregating) jest jedna z pierwszych rodzin klasyfikatoréw, zapropono-
wana prze Breimana w 1996 r. Metoda ta czesto pozwala poprawié¢ klasyfikacje oraz modele
regresyjne pod wzgledem stabilnosci i doktadnosci. Dodatkowo zastosowanie metody bagging
prowadzi do redukcji wariancji pojedynczych klasyfikatoréw uzytych do konstrukcji rodziny.

3.2. Bootstrap i rodzina bagging

Zatézmy, ze dany mamy zbiér uczacy £ € L posiadajacy n elementéw oraz klasyfikator
d:XxL —{1,2,...,g9}. Na podstawie zbioru £ tworzymy K pseudopréb Ly, Lo, ..., Lx.
Kazda pseudopréba L powstaje w wyniku wylosowania ze zwracaniem n-elementéw z wyj-
Sciowego zbioru uczacego L. Zakladamy przy tym, ze wylosowanie kazdego sposrod n ele-
mentéw jest rownoprawdopodobne. Taki sposéb generowania pseudopréb nazywamy metoda
bootstrap. Rozwazmy K regut d( - ,Lx) : X — {1,2,...,g}. Méwimy, ze reguta d( - , L)
jest k-tq wersjg klasyfikatora d.

W myél definicji 2.2.1 rodzina

B:{d( - ,Ek):X—>{1,2,...,g}} (3.1)
k=12,..,K

jest rodzing klasyfikatorow. Wykorzystujac regule glosowania (def. 2.2.3) otrzymujemy kla-

syfikator dp generowany rodzing B. Klasyfikator dp nazywamy klasyfikatorem otrzymanym

metoda bagging (algorytm 3.1).

Algorytm 3.1 Metoda bagging

Dane wejsciowe: L—préba uczaca, K-liczba iteracji
for k=1 to K do
(a) Z préby uczacej £ wygeneruj pseudoprébe Ly
metoda bootstrap
(b) Skonstruuj regule decyzyjna d( - ,Ly)
end for
Wyjscie: Zlicz liczbe gloséw N;(x), a nastepnie oblicz
dp(x) = argmax; N;(x)
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3.3 Dlaczego bagging dziata? Metoda bagging

3.3. Dlaczego bagging dziala?

Zalézmy, ze proba uczaca £ € L pochodzi z rozkladu P. Niech para (x,y) niezalezna od £
pochodzi réwniez z rozkladu P. Ryzyko catkowite R, (d) dowolnego klasyfikatora d( - , L) :
X —{1,2,...,g}, okreslone w (1.13), wyraza prawdopodobienstwo blednej klasyfikacji przy
ustalonym zbiorze uczacym L. Mozemy zapisaé

Re(d)=1-P(d(x,£) =y) =1- zg:P(d(x,E) =k |y=hk)P(y=h)
k=1

Jezeli Q(k|x) = (d(x L) = k), to oczekiwane ryzyko catkowite (1.14) przyjmuje postaé

g
- ZE[ (k%) |y =k|Py=k)=1- > /Q(k|s)P(k|s)Px(ds)
k=1
gdzie Px(ds) jest gestoscia rozkladu P.

Rozwazmy klasyfikator
da(x) = argm]?XQ(Mx) (3.2)

Nietrudno zauwazy¢, ze

R (da) = 1— kzz:l/]I[argmaXlQ(llx):k]P(k:|s)Px(ds)

Oznaczajac przez C zbior obserwacji, dla ktérych klasyfikacja z uzyciem reguty d4 daje taki
sam wynik jak klasyfikacja wynikajaca z rozkladu P (klasyfikacja Bayesowska)

C= {X eX : arg max Q(k|x) = argmaxP(k]x)}
Dla x € C zachodzi

g
k;l argmale (I|x)= k] (k"X) = In]?XP(k“X)

Zatem

R*(da) =1 — max P(k|s)Px(ds) /gécz]ldf“ (k[s)Px(ds)

Klasyfikator bayesowski b (def.: 1.4.2) charakteryzuje si¢ najmniejszym z mozliwych ryzykiem
catkowitym (tw.: 1.4.1).

R(b) =1 /SEX max P(F[s) Pe(ds)

Jezeli x € C, to suma Y 7_; Q(k|x)P(k|x) moze by¢ mniejsza od maxy, P(k|x). Wtedy, nawet
gdy P(C) =~ 1, klasyfikator d jest daleki od optymalnego klasyfikatora b

R*(d) > R*(b)
Jednak klasyfikator d4 (zagregowany) jest prawie optymalny
R*(d) > R*(d4) =~ R*(b)

Agregacja moze zmienié¢ dobre klasyfikatory w optymalne. Z drugiej strony stabe klasyfikatory
moga moga zosta¢ zmienione w jeszcze gorsze.
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Metoda bagging 3.3 Dlaczego bagging dziata?

3.3.1. Teoretyczna definicja baggingu

Kolejne zalety metody Bagging przedstawimy na przykladzie blizszym analizie regresji niz
problemowi dyskryminacji. Niech L; = (X;,Y;) (i = 1,...,n), gdzie Y; jest zmienna objasnia-
na, a X; jest p-wymiarowa zmienna objasniajaca. Bagging definiujemy poprzez

1. Konstrukeje prébkek bootstrapowych Lf = (Y;*, X¥) i = (1,...,n) zgodnie z empirycz-
nym rozktadem L; = (V;, X;) (i =1,...,n).

2. Obliczenie estymatora bootstrapowego éf (x) = hp(L3,..., L) (x),
gdzie 0;(x) = hy(L1,...,Ly)(x).

3. Podanie estymator po baggingu 0, 5(x) = E*[0%(x)].

Definicja 3.3.1 Statystyke ;(x) = hy,(L1, ..., Ly)(x) nazywamy stabilna na x, jesli 6;(x) =
0(x) + op(1) (n — o0) dla ustalonego 6(x).

Niech Y1, ...,Y,, bedzie prosta préba losowa (iid).

Rozwazmy:

On(x) =1 v

nxX

n
] x € R, gdzie }7:12)@.
nia

Ograniczymy sie jedynie do przypadku, gdy x jest ustalony. Dalsze rozwazania pokaza, ze
bagging powoduje ,ztagodzenie” progowego charakteru $redniej Y,, na ustalonym x.

°
i — estymator
— wygtadzenie
@ |
o
© |
o
<
o
N
S
e
o
T T T T 1
4 2 0 2 4

Rysunek 3.1: Dla ustalonego x = 0, funkcja 6, (x) oraz jej zmiana (”wygladzanie”) po bag-
gingu.

Dla x znajdujacego sie w sasiedztwie parametru pu
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mozemy zapisac:
On(3n(€) =Ny, cxro] = Upacur 2] = Namiva g =Ty 2~ NOD.

Natomiast: .
() E(fa(xa(c))) 7o E(H[ch]) = P(Z < c) = ®(c)

. d 2 2
Var (0 (xu(c)) ) 7= E(]I[ch]) - (E(]I[ch])) = B(c)(1 - B(c)),
gdzie ® dystrybuanta standardowego rozkladu normalnego.
Dopéki wariancja nie zbiega do zera, to én(xn(c))jest niestabilny w sensie definicji 3.3.1

(klasyfikator przyjmuje wartosci 0 i 1 z dodatnim prawdopodobienstwem nawet przy n — oo).
Estymator baggingowy przedstawia sie¢ w nastepujacy sposob:

én;B (Xn(c)) = E* (]I [f/féxn(C)] ) = E* (H[\/E(Y:EY,L) < \/ﬁ(xngc)—fn)} ) =

_ @(‘/ﬁ("”(g) - Y”)) +op(1) ~ ®(c— Z) Z~N(0,1).

Bardzo pouczajacym i obrazujacym dzialanie baggingu jest przypadek, gdy x = x,,(0) = p.

Jest to najbardziej niestabilne polozenie,Var(6,,(x)) osiaga warto$¢ maksymalng. Natomiast:

~ d

0r:8(%5,(0)) m=o0” ®(—2) =U
Przypomnijmy, ze jezeli zmienna losowa ma rozktad o ciaglej i écidle rosnacej dystrybuancie
F, to zmienna losowa R = F(X) ma rozklad réwnomierny na (0,1). Zatem U ~ U([0, 1]).

E (0 (6:(0))) 7 E(U) =

Var(én;B (xn(O))) %’ Var(U) = %

Poréwnujac z (*):
R d 1
_d _1
E (05 (x(0)) 7= ®(0) =

1

Var (f (20 0))) 7= @(6)(1 — 2(e) = |

mozna zauwazy¢, ze bagging redukuje wariancje. Poprawia w ten sposéb jakosé estymacji.
Rozwazmy teraz przypadek bardziej ogdlny:

~

n<a)’

przy nastepujacych zatozeniach:

bo(dy, — d°) 5= N(0,6%)
sup ’P* (b (d, — dy) <] — @()‘ =0,(1),
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Metoda bagging 3.3 Dlaczego bagging dziata?

gdzie 0 < 02, < 00, (bp)nen - ciag rosnacy, (i:‘l - ,bootstrapowy” estymator. Podsumowujac
powyzsze zalozenia otrzymujemy:

~ d
Hn(xn(c)) n—0o0 g(Z) = 1[Z§c]

~ d
Op:(xn(c)) n=o0” gp(Z) = ®(c— Z), gdzie Z ~ N(0,1).

‘Whniosek 3.3.1

1. lim E[én(xn(c))} =®(c), lim Var(én(xn(c))> = ®(c)(1 — ®(c)).

n—o0 n—oo

2. nlLIroloE[én;B(xn(c))} = ®xp(c), Jim Var(én;B (Xn(c))) =Dxp(c)— (P cp(c))Z, gdzie
f*g()=Jrf(-—y) xg(y)dy i ¢(-) - standardowa gestos¢ rozktadu normalnego.
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Rozdziat 4

Metoda boosting

4.1. Wprowadzenie

W poprzednim rozdziale przedstawiono pierwsza i najprostszg metode taczenia klasyfikato-
réw. Ponizej zamieszczamy opis kolejnej metody, bardziej ztozonej choé¢ w konstrukeji bardzo
podobnej, z reguly dajacej lepsze wyniki klasyfikacji. Mowa jest o metodzie boosting. Technika
ta bardzo czesto z dobrymi efektami wykorzystywana jest do rozpoznawania tekstu.

4.2. Algorytm AdaBoost

Zalézmy, ze dany mamy zbiér uczacy £ € L posiadajacy n elementéw oraz klasyfikator
d:XxL — {1,2,...,g9}. Na podstawie zbioru £ tworzymy K pseudopréb Ly, Ls,...,Lx.
Kazda pseudopréba L, powstaje w wyniku losowania ze zwracaniem n-elementow z wyjscio-
wego zbioru uczacego L, przy czym rozklad prawdopodobienstwa, zgodnie z ktérym dokonuje
sie losowania elementéw do danej pseudoproby zmienia sie w kolejnych krokach algorytmu. W
k-tym kroku procedury tworzona jest pseudopréba Ly, a na jej podstawie konstruowana jest
k-ta wersja d( - ,Lx) : X — {1,2,...,¢g} klasyfikatora d. Nastepnie sprawdzana jest jakosci
k-tego klasyfikatora na oryginalnej prébie uczacej L. Losowanie elementéw do pseudoprdby
L1 odbywa sie zgodnie z rozktadem jednostajnym. W kolejnych krokach rozktad prawdopodo-
bienstwa, wedtug ktorego losowane sa elementy, jest adaptacyjnie zmieniany. Jezeli w k-tym
kroku i-ta obserwacja byta losowana z prawdopodobienstwem w; oraz ta obserwacja zostata
blednie zaklasyfikowana przez k-ta wersje klasyfikatora, to w kroku k + 1 prawdopodobien-
stwo wylosowania i-tej obserwacji do pseudopréby Ly zostaje zwigkszone. W konsekwen-
¢ji prawdopodobienstwa losowania obserwacji zaklasyfikowanych poprawnie sg odpowiednio
zmniejszone.

W myél definicji 2.2.1 rodzina
A:{d( - ,Ek):XH{l,Q,...,g}} (4.1)
k=1,2,....K

jest rodzina klasyfikatoréw. Wykorzystujac zmodyfikowana regule glosowania (opis w algo-
rytmie 4.1) otrzymujemy klasyfikator d 4 generowany rodzina A. Klasyfikator d 4 nazywamy
klasyfikatorem otrzymanym metoda boosting.

Zasade dzialania boostingu przedstawimy na przykladzie algorytmu AdaBoost (alg. 4.1).
Algorytm ten zostal wprowadzony w 1995 r. przez Freund’a i Schapire’a.
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Metoda boosting 4.3 AdaBoost jako addytywny model regresji logistycznej

Ogdlna idea algorytmu AdaBoost

W pierwszym kroku algorytm AdaBoost inicjalizuje wagi dla kazdej obserwacji, nadajac im
te samag warto$é % Dalej nastepuje iteracyjne:

1. normalizowanie (renormalizowanie) wag;
wybér pseudoproby na podstawie wag;

wyznaczanie wersji klasyfikatora;

- W

wyznaczanie bledu wersji klasyfikatora;
5. wyznaczanie nowych wag na podstawie btedu wersji klasyfikatora.

Proces iteracji konczy sie, gdy btad wersji klasyfikatora przekroczy wartosé % lub gdy licz-
ba iteracji osiggnie ustalona maksymalna licze iteracji. Szczegbtowy opis AdaBoost zawiera
algorytm 4.1.

Algorytm 4.1 Metoda AdaBoost

Dane wejsciowe: L—prdoba uczaca, K—liczba iteracji

for all 7 : zainicjuj wagi wy, ::%
for k=1 to K do
for all ¢ : znormalizuj wagi pg; = Wi/ >; Wki

wylosuj pseudoprébe Lp z uwzglednieniem wag
wyznacz k—ta wersje klasyfikatora dg:=d(-, L)

wyznacz blad e = Zipki]l[hk(xi)7£yi]

if ¢, >3 then do

K=k—-1
Wyjscie
end if
B :=er/(1 — ex)
1-I
for all i : zaktualizuj wagi wy41(i) := w(i)B, [t

end for

Wyjscie: d4(x) = argmax; Zszl(log i)]l[dk(x):j]

4.3. AdaBoost jako addytywny model regresji logistycznej

Algorytm AdaBoost przedstawia przyblizony, iteracyjny sposob rozwiazania zadania dyskry-
minacji logistycznej (sekcja 1.6). Rozwazajac model logistyczny przy problemie dwoch klas
kodowanych jako {—1, 1} otrzymujemy funkcje logitowa:
o Py=1x) _  Pl=1x)
1-Py=-1|x) Py =-1x)

Poniewaz funkcja logitowa jest funkcjg obserwacji x, zatem mozemy przyjacé

— = Px) (4.2)



4.3 AdaBoost jako addytywny model regresji logistycznej Metoda boosting

gdzie F() jest pewng funkcja. Rozwiklujac model 4.2 otzrymujemy

eF(x)

Py=1x) = ———
(=11 = -5

Wykazemy, ze przy konstrukcji algorytmu AdaBoost zalozenie, ze F(-) jest funkcjg liniowa,
nie jest konieczne.

Lemat 4.3.1 Niech
J(F) = E[e7v7 ()] (4.3)

gdzie F(-) jest funkcja rzeczywista i operator E oznacza warto$¢ oczekiwana wzgledem lacz-
nego rozkladu wektora (x,y). Funkcja J(F') osiaga minimum dla

_ 1 Ply=1x)

F = _ln—~ "7 4.4
=3 By =1l 4
Zatem 2P P
Py =1]x) = 14 2F(x) ¢ F® 1 oF () (4.5)
oraz F( )
1 e X
Py =—-1lx) = = . (4.6)

14+ e2F(x) e—F(x) 4 eF'(x)

Dowdéd: Nalezy dokonaé¢ minimalizacji warunkowej wartosci oczekiwanej funkeji J(-) pod

warunkiem x:
E(e "™ |x) = P(y = 1|x)e 7™ + P(y = —1]x)e""™).

Obliczmy pochodna

O (e~ "™ ]x) _ () F(x)

oG~ T =1xe 4 Ply = e
Nastepnie

OF(x)
_P(y = 1‘X)6_F(X) + P(y — —1’X)€F(x) -0
stad
F(x)==-In
(x) Bly = 17

|
Zalézmy, ze F(x) jest przyblizonym rozwiazaniem zadania minimalizacji 4.3 otrzymanym
iteracyjnie. Szukamy kolejnego rozwiazania postaci F'(x) + cf(x). Ustalajac wspélezynnik c i
punkt x przyblizamy wartosci J(F(x) + c¢f(x)), wykorzystujac rozwiniecia w szereg Taylora
woké! punktu f(x) = 0 z reszta trzeciego rzedu. Dodatkowo zakladamy, ze f(x) € {—1,1}.
Podane zalozenie o funkcji f(z) doprowadzi do otrzymania teoretycznego odpowiednika al-
gorytmu AdaBoost.

Pomijajac reszte, czyli zgadzajac sie na przyblizenie kwadratowe, mozemy zapisaé
J(F(x) + cf(x)) = E(e*y(F(x)Jrcf(x))) ~ E(efyF(x)(l —cyf(x)+ c v2f(z) ))
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= E(e_yF(x)(l —yef(x) + %cz)),

poniewaz y? = 1 oraz f(x)? = 1. Minimalizujac powyzsze wyrazenie w punkcie x ze wzgledu
na funkcje f(x) € {—1, 1}, otrzymujemy

f(x) = argmfinEw(l —ycf(x) + 702‘x), (4.7)

gdzie

Ewlg(x,y)x] =

oraz w = w(x,y) = e V),

Dla dowolnej wartosci ¢ > 0 minimalizacja wyrazenia 4.7 jest rGwnowazne maksymalizacji

argm?wa[yf(xﬂx}. (4.8)
Rozwigzaniem zadania 4.8 jest funkcja:
1 gdy Ew(y|x) = Pw(y = 1|x) — Py(y = —1|x) >0
f(x):{ e (ylx) = Pu(y = 1]x) = Pu(y = ~1[x) (4.9)
.p-p-
Zauwazmy, ze
~Ewlyf(x)] = Ewly — fx)?/2 - 1, (4.10)

poniewaz 32 = f(x)% = 1.

Z réwnosci 4.10 wynika, ze minimalizacja kwadratowego przyblizenia funkcji J(F') ze wzgledu
na f(x) sprowadza sie do wyboru wartosci f(x) € {—1, 1}, opartego na metodzie wazonych
najmniejszych kwadratéw.

Majac minimum ze wzgledu na f(x), przy czym f(x) € {—1,1}, prawdziwe dla kazdej warto-
sci ¢ > 0, mozemy wyznaczy¢ najlepsza wartosé ¢, minimalizujac wyrazenie J(F(x) + cf(x))
ze wzgledu na c:

1. 1-—
¢ = argmin Eye /) = 3 In erfrr
gdzie
err = Ey {]I [y;éf(x)] }

Ostatecznie algorytm minimalizacji funkcji 4.3 przyjmuje postac:

Fx) — F(x) + %m (1 - e”)f(x).

err
W kolejnym kroku skladnik cf(x) musi zosta¢ uwzgledniony przy aktualizacji wag,
w(x,y) — w(x,y)e /W,

Poniewaz —y f(x) = 2 x ]I[ — 1, aktualizacji wag mozemy nadaé postaé

y#f(%)]

w(x,y) < w(x,y)exp <ln (T)H[yyéf(x)])'

Otrzymujemy iteracyjne przyblizenie rozwiazania zadania minimalizacji 4.3, a zatem algoryt-
miczna droga poszukiwania modelu 4.2, dokladnie odpowiada krokom algorytmu AdaBoost.
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4.4 Blad klasyfikacji algorytmem AdaBoost Metoda boosting

4.4. Blad klasyfikacji algorytmem AdaBoost

Gléwnag zalety algorytmu AdaBoost jest zdolno$é do redukowania bledu uczenia. Schapire
i Singer pokazali, ze blad uczenia ostatecznej reguly dyskryminacyjnej d4(x), otrzymanej
jako kombinacja wersji klasyfikatorow podczas glosowania wiekszo$ciowego, jest ograniczony.
Jezeli kazda wersja d(-, L) klasyfikatora d 4(x) jest nieznacznie lepsza niz klasyfikator losowy,
wtedy btad uczenia maleje wyktadniczo. To powoduje, ze technika boostingu potrafi zmienié¢
staby algorytm uczacy w niezwykle efektywny. Freund i Schapire pokazali natomiast, ze
uogdlniony blad koncowej reguly d4(x) ma pewne ograniczenie gérne, ktére zalezy od:

1. bledu klasyfikacji,

2. wymiaru danych uczacych m;

3. wymiaru VC! przestrzeni hipotez d;

S

. liczby iteracji K.

Ograniczenie to ma nastepujaca postac:

~ Kd
P(dat) 2y) +0(y/77)
m
gdzie P(-) jest prawdopodobienstwem empirycznym dla zbioru uczacego.

Alternatywna analize bledu zaproponowal Shapire. Postuzy! sie on pojeciem marginesu (swo-
body). Definicje marginesu Shapire’a podajemy dla przypadku, gdy zbiér klas jest dwuele-
mentowy.

Definicja 4.4.1 Dla obserwacji x z klasy y € {—1,1} marginesem (swoboda) nazywamy

wartosé 5 04 ()
Y2k Opap(X
mego(x,y) = L=k ROk 4.11
gs(x,y) S on (4.11)
gdzie:
1 1
= Zlog (=
Q. B og (ﬁk)

Ograniczenie przedstawione przez Shapire’a dla dwéch klas {—1, 1} ma postaé:

~ d
P(mgg(x,y) < 9) + O( TmOQ) Vo>0

Ograniczenie to nie zalezy od liczby iteracji K. Udowodniono réwniez, ze boosting szczegdlnie
koncentruje sie na obiektach o niewielkiej swobodzie.

Ciekawg cecha metod bagging i boosting jest to, ze oszacowanie prawdopodobienstwa btednej
klasyfikacji przez rodzine jest czesto niezwykle ,gladka” funkcjg liczby uzytych klasyfikato-
réw (np. drzew klasyfikacyjnych - sekcja 5.2, ciekawe przyklady dla drzewa klasyfikacyjnych

"Wymiar VC (Vapnika-Czervononenkisa) przestrzeni hipotez H, oznaczany przez VC(H), jest definiowany
jako maksymalna wartosé d taka, ze w dziedzinie X istnieje d réznych przyktadéw, ktére moga byé oznaczone
jako pozytywne lub negatywne przez hipotezy z przestrzeni H na wszystkie 2% mozliwych sposobéw. Jesli jest
to mozliwe dla dowolnie wielu réznych elementéw dziedziny, to VC(H) = co.
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zamieszczone sa w sekcji 6.3 niniejszej pracy). Krzywa najczesciej poczatkowo maleje i na-
stepnie stabilizuje sie, tzn. od pewnego punktu nie ma istotnej poprawy klasyfikacji wraz
ze wzrostem liczby klasyfikatoréw w rodzinie. Pojawilo si¢ nawet przekonanie, ze rodziny
klasyfikatoréw nie podlegaja zjawisku przetrenowania (nadmiernego dopasowania do zbioru
uczacego - sekcja 5.2.4). Doswiadczenia dowodza, ze boosting na ogdl lepiej sie spisuje od me-
tody bagging. W przypadku boostingu pojawilto sie réwniez podejrzenie, ze wraz ze wzrostem
liczby klasyfikatoréw prawdopodobienstwo blednej klasyfikacji dazy do minimum réwnego
ryzyku bayesowskiemu. Powyzsze podejrzenie okazato si¢ nieprawdziwe. Jednak Breimanowi
udato sie udowodnié¢, ze boosting jest asymptotycznie optymalny dla préby o nieskoniczonej
licznosci. Powstata réwniez idea regularyzacji estymatoréow i klasyfikatoréw, ktéra prowadzi
do asymptotycznej optymalnosci ich metod.

4.4.1. Asymptotyczna optymalnosé algorytmu AdaBoost

W 2004 roku Leo Breiman opublikowal w [8] dowdd bardzo ciekawego i waznego faktu, ze
boosting jest asymptotycznie bayesowski jesli préba uczaca jest nieskonczenie liczna (dowod
opiera si¢ na doktadnych warto$ciach oczekiwanych oraz dokladnych rozkladach).

Breiman postawil nastepujace zatozenia:

e 7biér obserwacji X jest skoficzonym p-wymiarowym prostokatem w przestrzeni Eukli-
desowej RP, tzn.

X = {(x(l),x@),...,m(”)) =xeRP : q; <2V <Yy, i = 1,2,...,p}

e Rozklad wektora losowego x jest znany i dany przez P(dx), zakladamy dodatkowo,
ze rozklad x jest absolutnie ciagly wedlug p-wymiarowej miary Lebesgue’a i piszemy
P(dx) = f(x)dx.

e Przez y € {—1,1} oznaczamy etykiete klasy do ktorej nalezy wektora x, rozklad y dany
jest przez P(y|x) - zakladamy, Ze jest znany.

e Elementami rodziny boosting beda drzewa klasyfikacyjne posiadajace T liscie (kazde
drzewo w rodzinie ma tyle samo lisci). Testy w drzewach maja postaé testéw nieréwno-
Sciowych (z < w). Do kazdego liscia przyporzadkowuje sie klase albo —1 albo 1. Takie
drzewa nazywac¢ bedziemy +1-drzewami.

Pomyst Breimana polegal na rozwazeniu przestrzeni L?(X, P) funkcji rzeczywistych na p-
wymiarowym prostokacie X, catkowalnych z 2-ga potega wzgledem miary P(dx) (prawdo-
podobiefistwa P). Przestrzen L?(X, P) jest oczywiscie przestrzenia Hilberta [11], tzn. jest
przestrzenia unitarna (z iloczynem skalarnym) oraz zupelna (wzgledem odleglosci wyznaczo-
nej przez norme w L?). Breiman nastepnie konstruuje uklad klasyfikatoréw (funkcji w L?),
ktoéry jest zupelny. Zupelosé takiego uktadu w przestrzeni Hilberta L? gwarantuje mozli-
wosé reprezentacji dowolnej funkcji w L? przez kombinacje liniowa funkcji z uktadu badz przez
granice ciagu takich kombinacji liniowych (bezposredni wniosek z zupelnosci przestrzeni oraz
zupelnosci ukladu). Przy zalozeniu, ze regula bayesa otrzymujemy hipoteze (funkcje) naleza-
ca do L?, powyzsze implikuje mozliwosé osiggniecia ryzyka bayesowskiego przez kombinacje
liniowa klasyfikatoréw z danego ukitadu lub przez cigg takich kombinacji.
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4.4 Blad klasyfikacji algorytmem AdaBoost Metoda boosting

Definicja 4.4.2 Uktad (zbiér) funkcji F ¢ L%(X, P) nazywamy zupelnym jezeli domkniecie
w L? zbioru skoticzonych kombinacji liniowych elementéw z F, oznaczane przez ¢(F), réwne
jest calej przestrzeni L2.

Przypomnijmy, ze iloczyn skalarny w L?(X, P) przyjmuje postaé

(fl9) = [ F(x)g(x)P(dx) (412

Lemat 4.4.1 Uklad (zbiér) funkcji F' € L?(X, P) jest zupelny wtedy i tylko wtedy, gdy z
warunku (g|f) = 0 wynika, ze f = 0 dla wszystkich f € F.

Powyzszy lemat méwi, ze uktad funkcji jest zupelny wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje w
L?(X, P) taka niezerowa funkcja g, ze (g|f) = 0 dla wszystkich f € F.

Lemat 4.4.2 Uktad (zbiér) funkcji F C L%(X, P) jest zupelny jezeli &(F) zawiera wszystkie
funkcje charakterystyczne p-wymiarowych podprostokatéw w X.

Definicja 4.4.3 +1-drzewem nazywamy taka funkcje (hipoteze) ¢ : X — {—1,1} reprezen-
towana przez drzewo o T lisciach, ze dla kazdego x € X funkcja ¢(x) przyjmuje warto$é¢ albo
—1 albo 1.

Lemat 4.4.3 Jezeli T > p to klasa +1-drzew jest zupetlna w L(X, P).

Dowéd: Pokazemy, ze funkcja charakterystyczna dowolnego p-wymiarowego podprostokatu
w X moze by¢ przedstawiona jako skoficzona kombinacja liniowa elementéw z klasy £1-drzew.
Rozwazmy podprostokat Ry prostokata X (Ry C X). Mozemy zapisac:

Ry = {rl <z < 51, T2 < 2@ < 82500y Tp < 2P < Sp} (4.13)

Drzewo posiadajace T wezléw wykorzystuje T'— 1 > p podzialéw. Przy testach nieréwnosci-
wych otrzymujemy zatem zbiér

R = {:13(1) < s1, 7@ < s9,..., 2@ < sp} (4.14)

przyjmujac, ze drzewo tgr, zwraca wartos¢ 1 na zbiorze R; (posiada przynajmniej jeden
li$¢ z etykieta klasy 1). Niech tg, oznacza drzewo o identycznych lisciach jak drzewo Tg,,
poza R; o przeciwnych w stosunku do Tg, etykietach klas. Wtedy %tRl + %t R, jest funkcja
charakterystyczna zbioru R;. Powtarzajac powyzsze otrzymujemy funkcje charakterystyczna
zbioru

Ry = {x(l) <rp, 29 sy, ., 2P < sp} (4.15)

Odejmujac od funkeji charakterystycznej zbioru Ry otrzymujemy funkcje charakterystyczna
zbioru
R = {7"1 <zM sy, 2 59,00, 2P L sp} (4.16)

Powtarzanie procesu prowadzi do funkcji charakterystycznej zbioru Ry.

|
Zupelnosé klasy + — 1 drzew jest bardzo ciekawa wlasnoscig procesu klasyfikacji przy wy-
korzystaniu rodzin klasyfikatoréw. Zalézmy, ze hipoteza minimalizujaca ryzyko catkowite
klasyfikatora (pewnego) jest elementem przestrzeni L?(X, P).
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Twierdzenie 4.4.1 Istnieje liniowa kombinacja +1-drzew w prostokacie X, ktéra zbiega w
L? do dowolnej hipotezy minimalizujacej ryzyko catkowite.

Ryzyko catkowite klasyfikatora ¢ mozemy zapisaé¢ jako

R(¢) = Pyx(y # 6(x))
Zakladajac, ze

_ ) —1 gdy é(x)>0
o0 "{ R

ryzyko catkowite przyjmuje ponizszg postaé

R*(¢) = Pyx(y # sen(x))
Niech P(l|x) = P(y = l|x). Wtedy

R*(¢) :/X]I[Mx)@]za(ux)za(dx)+/X]1[¢(x)>0]19(—1|x)13(dx)

Biorac skonczona kombinacje liniowa +1-drzew Y, ¢mhm (%), ktéra zbiega do niedodatniej
funkcji na zbiorze {x € X : P(1|x) < P(—1|x)} oraz dodatniej na jego dopekieniu, otrzy-
mujemy, ze ryzyko zbiega do ryzyka bayesowskiego

/Xmin (P(1}x). P(~1]x)) P(dx)

Powyzsze wyniki gwarantuja istnienie liniowej kombinacji +1-drzew zbieznej do pozadanej
funkcji. Postaé takiej kombinacji mozna otrzymacé stosujac algorytm Gaussa-Southwella opi-
sany przez Breimana w [8] sekcja 3. Wyjsciem metody boosting jest funkcja glosowania re-
prezentowana kombinacja liniowa klasyfikatoréow z rodziny. Rezultat Breimana opiera si¢ na
wykorzystaniu dokladnych wartosciach oczekiwanych (dokladnych rozktadéw), co implikuje
konieczno$¢ posiadania informacji dotyczacych calej populacji (préby nieskonczenie licznej).
Gdy proéba jest skonczona boosting wymaga regularyzacji aby posiadaé¢ wlasnoéé asympto-
tycznej zbieznosci do ryzyka bayesowskiego.

4.5. Modyfikacje algorytmu AdaBoost

Istnieje kilka modyfikacji algorytmu AdaBoost. Modyfikacje te stanowia metody bardziej
wyszukane. Algorytm AdaBoost.OC (Schapire 1997) jest polaczeniem metody AdaBoost i
modelu ECOC?. Takie polaczenie daje lepsze wyniki niz sam model ECOC. Rezultaty Ada-
Boost.OC sg poréwnywalne z wynikami innych modyfikacji, tzn. algorytmem AdaBoost. M2
(szczegdlny przypadek algorytmu AdaBoost. MR, Schapire i Singer (1999)) oraz algorytmem
AdaBoost. MH (Schapire i Singer, 1999).

2ECOC - technika error-correction output coding, ktéra zaproponowal Dietterich i Bakiri (1991, 1995).
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Rozdziat 5

Lasy losowe

5.1. Wprowadzenie

Ostatnia rodzina klasyfikatorow, ktéra bedziemy zajmowaé sie w tej pracy, to lasy losowe.
Doswiadczenia eksperymentalne pokazuja, ze lasy losowe, obok algorytmu boosting, sa obec-
nie najlepszymi klasyfikatorami. Czesto okazuje sie, ze lasy losowe daja wyniki lepsze niz
te otrzymane metoda boosting. Lasy losowe, inaczej niz algorytmy bagging i boosting, za
pojedynczy klasyfikator biora drzewo decyzyjne (klasyfikacyjne).

5.2. Drzewa klasyfikacyjne

Drzewa klasyfikacyjne sa jedna z najbardziej skutecznych i najpopularniejszych metod klasy-
fikacji. Podstawowg zaletg drzew klasyfikacyjnych jest mozliwos¢ reprezentowania dowolnego
pojecia wynikajacego z danych uczacych. Poza tym, w poréwnaniu do innych reprezenta-
cji, drzewa charakteryzuja sie stosunkowo niewielky ztozonoscig obliczeniows i pamieciowa.
Oproécz zalet zwiazanych z przetwarzaniem maszynowym struktury reprezentujacej hipote-
zy, drzewa sa takze czytelne dla czlowieka, a ewentualne przejécie na reprezentacje regutowa
nie stanowi problemu. Aktualnie drzewa klasyfikacyjne wykorzystuje sie najczesciej do roz-
wigzywania probleméw z ogromnymi ilociami danych. Ponizej przedstawimy jedynie gtéwne
kwestie dotyczace drzew klasyfikacyjnych. Bardziej wyczerpujace opracowanie tematu mozna
znalezé w [1], [2], [3].

5.2.1. Struktura drzewa

Pojecie drzewa wywodzi sie z teorii grafow. Drzewem nazywamy graf spojny i acykliczny.
Interpretacje graficzng struktury drzewa klasyfikacyjnego przedstawia rys. 5.1. W drzewie
wyrézniamy jeden wierzchotek i nazywamy go korzeniem. Kazdy 1is¢ drzewa nie bedacy jego
korzeniem nazywamy liSciem drzewa klasyfikacyjnego. Kazdy wierzchotek drzewa nie beda-
cy lidciem drzewa klasyfikacyjnego nazywamy wezlem drzewa. Korzen w drzewie wyznacza
kierunek, rozumiany jako kierunek na $ciezce taczacej korzen z dowolnym wierzchotkiem w
drzewie, w szczegolnosci z lidciem. Zgodnie z acyklicznodcia grafu, od korzenia do ustalonego
liScia prowadzi tylko jedna droga.

W korzeniu drzewa skupiony jest dostepny zbiér obserwacji. Elementy tego zbioru przesuwane

sa wzdluz galezi przez wezlty. W wezlach podejmowane sg decyzje o wyborze gatezi, wzdluz
ktorej bedzie trwaé przesuwanie. W ten sposéb w kazdym wezle dokonywany jest podziat
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R - korzen
N - wezel
L -lis¢

i - kierunek

Rysunek 5.1: Struktura drzewa klasyfikacyjnego.

elementéw na podgrupy (wzgledem zapisanego w nim kryterium podzialu). Reguly podzia-
tu podpréby docierajacej do wezta powinny prowadzi¢ do dobrze okreslonej maksymalizacji
jednorodnoéci ze wzgledu na przynalezno$é do klas podpréb w weztach potomkach danego
wezta. Przesuwanie trwa do momentu, gdy napotkamy lis¢ drzewa, ktéry ma etykiete ktorejs
z klas. Rysunek 5.2 przedstawia przyktad drzewa klasyfikacyjnego.

Drzewo klasyfikacyjne jest drzewem, ktére posiada dodatkowa interpretacje dla weztow, gatezi
i lidci:

wezly odpowiadaja testom przeprowadzonym na wartosciach atrybutéow przyktadéw,

galezie odpowiadaja mozliwym wynikom tych testéw,

liscie odpowiadaja etykietom klas rozwazanego problemu dyskryminacji,

e drzewo ,rosnie” od gory do dotu (od korzenia do lisci).

5.2.2. Kryteria podziatéow

WspomnieliSmy juz, ze podzial obserwacji docierajacych do wezta dokonywany jest wzgledem
zapisanego w nim kryterium podzialu. Przez regute podzialu rozumiemy funkcje obserwacji
x € X, przyporzadkowana do wezta, ktérej warto$é determinuje przynaleznoéé¢ testowanej
obserwacji do bezposredniego potomka rozwazanego wezta. Kryteria podzialéw nazywamy
rowniez testami. W praktyce stosuje sie najczesciej testy binarne, tzn. testy o dwuelemento-
wym zbiorze wynikéw. Testy binarne generuja drzewa binarne, w ktorych kazdy wezel ma
po dwdbch bezposrednich potomkéw. W ogdlnosci licznosé zbioru mozliwych wynikéw danego
testu wyznacza liczbe bezposrednich potomkéw wezta, do ktérego ten test jest przyporzad-
kowany.

Test bedac funkcja obserwacji x € X jest w istocie funkcjg wartosci atrybutéw opisujacych
rozwazane dane. Kryteria podzialow opieraja sie na testowaniu atrybutoéw. W praktyce wy-
nik testu uzalezniony jest najczesciej od wartosci pojedynczego atrybutu. Mozliwe jest uzycie
wiekszej liczby atrybutéw w jednym tescie, jednak jest to proces kosztowny obliczeniowo i
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{1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13}

nadcisnienie tetnicze

tagodne, brak ciezkie

{4, 8, 9}

umiarkowane

{2,6,7,10, 11, 12, 13}

Rysunek 5.2: Przyktad drzewa klasyfikacyjnego.

nawet przy osiggnietym uproszczeniu drzewa okazuje si¢ byé nieoptacalnym.

Konstrukcja testéw jest wysoce uzalezniona od typu testowanego atrybutu. Dla atrybutéw no-
minalnych mozemy stosowaé testy tozsamosciowe, réwnosciowe lub przynaleznosciowe. Atry-
buty porzadkowe lub ciggle testujemy testami nierdwnosciowymi. Definicje wspomnianych
typéw testéw znajduja sie w [2].

5.2.3. Kryteria jakosci podzialéw

Wybér testu w danym wezle nie powinien byé procesem przypadkowym. Zalezy nam na
uzyskaniu mozliwie malej réznorodnosci klas w otrzymanych czesSciach (podprébach), tak
aby roznica pomiedzy réznorodnoscig obserwacji w wezle i réznorodnoscia klas obserwacji w
tych czesciach, byla mozliwie duza. Konieczne jest zatem podanie miary réznorodnosci klas
w danym zbiorze obserwacji oraz miary zmiany réinorodnosci klasy po dokonaniu danego
podziatu. Test maksymalizujacy miare zmiany réznorodnosci klasy jest testem najlepszym.

Definicja 5.2.1 Kazda funkcje
g
®:GC0,19 =R, gdziedla (pi,p2,...,pq) € G zachodzi Zpk =1 (5.1)
k=1

spelniajaca nastepujace warunki:
1. ® przyjmuje wartos¢ maksymalng wtedy i tylko wtedy, gdy p1 =p2 = ... =py = %,
2. ® osiaga minimum tylko w punktach (1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1),
3. ® jest symetryczna ze wzgledu na p1,pa, ..., Dy,

nazywamy funkcjg réznorodnoséci klas.
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5.2 Drzewa klasyfikacyjne

Zauwazmy, ze kazda funkcja réznorodnosci klas jest w rzeczywistodci funkcja pewnego roz-

ktadu prawdopodobienstwa {p1, pa, . ..

podobienstwem klasy k& w rozwazanym zbiorze obserwacji.

Do najpopularniejszych miar réznorodnosci klas naleza:

1. Proporcja blednych klasyfikacji:

2. Indeks Giniego:

3. Entropia:

0.5

P = 1—111]?ka

g
E==Y pilogp;
k=1

0.45 -

04

0.35 |

0.25

phi(py,p,)

02 |

0.15 |

0.05 |-/

C
L)
01/ /
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Rysunek 5.3: Proporcja btednych klasyfikacji, indeks Giniego i entropia

5.2.4. Przycinanie drzew

0.4 0.6 0.8
P1*sart(2), pa=1-py

[ay

,Dg}, W szczegblnosci rozkladu, gdzie py jest prawdo-

(5.2)

(5.3)

(5.4)

Drzewa klasyfikacyjne poprzez zdolno$¢ reprezentacji dowolnej wynikajacej z danych uczacych
narazone sa na nadmierne dopasowanie si¢ do tych danych (tzw. przeuczenie lub przetreno-
wanie). Przetrenowanie przejawia sie¢ malym bledem na prébie uczacej, ale bardzo duzym
bledem rzeczywistym (na prébie testowej). Przycinanie drzewa polega na celowym zwiek-
szeniu bledu klasyfikacji w obszarze danych uczacych, w nadziei na uzyskanie mniejszego
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btedu rzeczywistego. Podczas procesu przycinania, drzewo wyjsciowe zostaje zastapione swo-
im poddrzewem. Moéwiac bardziej obrazowo, niektore poddrzewa drzewa wyjsciowego zostaja
uciete, a nastepnie zastapione lisémi, ktérym zostaje przypisana etykieta wickszosciowej kate-
gorii wéréd obserwacji zwiazanych z danym poddrzewem. Zamiast przycina¢ drzewo, mozemy
poprzez modyfikacje kryterium stopu, zapobiec nadmiernemu jego rozrostowi. Taki zabieg na-
zywa sie przycinaniem podczas wzrostu. W rzeczywistosci jednak znalezienie odpowiedniego
kryterium stopu jest trudne i dlatego przycina sie drzewo juz zbudowane.

5.3. Metoda las6w losowych

Zatézmy, ze dany mamy zbiér uczacy L € L posiadajacy n elementéw. Na podstawie zbioru
L tworzymy K pseudopréb metoda bootstrap L1, Lo, ..., Lk (3.2). Wykorzystujac kazda z
utworzonych pseudopréb budujemy drzewa klasyfikacyjne, gdzie proces budowy modyfikuje-
my tak, aby w kazdym wezle dokona¢ wyboru najlepszego podziatu na podstawie m wyloso-
wanych atrybutéw (pomijajac pozostale). Drzewa budujemy bez przycinania i jesli to mozliwe
do otrzymania lisci zawierajacych obserwacje tylko z jednej klasy. W ten sposéb otrzymuje-
my K drzew ti,to,...,tx. W ogélnej sytuacji postaé¢ drzewa t; zalezy od pseudoproby L,
liczby losowanych atrybutéw m oraz od parametru 6y (np. wagi), gdzie {0} sa niezaleznymi
wektorami losowymi o tym samym rozktadzie. Mozemy zapisaé ty := T'(Ly, m, 6).

W myél definicji 2.2.1 rodzina

F = {T(ﬁk,m,Gk) X — {1,2,...,9}} (5.5)
k=12, K

jest rodzing klasyfikator6w. Wykorzystujac regule glosowania (def. 2.2.3) otrzymujemy kla-
syfikator dr generowany rodzing F. Klasyfikator dr nazywamy klasyfikatorem otrzymanym
metoda laséw losowych (algorytm 5.1).

Algorytm 5.1 Algorytm Forest-RI

Dane wejsciowe: L—proba uczaca, K—liczba iteracji
for k=1 to K do
(a) Z préby uczacej L wygeneruj pseudoprébe Ly
metodg bootstrap
(b) Iteracja dla: wszystkich wezléw w w drzewie ¢, dopdki
nie sa spelnione warunki zastopowania budowy drzewa
(i) Wybierz m atrybutéw do podzialu
(ii) Dla kazdego z nich wybierz najlepszy podzial
(iii) Wykonaj podzial elementéw znajdujacych sie w wezle
w oparty o podzial wybrany w (ii)
end for
Wyjscie: Zlicz liczbe gloséw N;(x), a nastepnie oblicz
dr(x) = argmax; N;(x)

Modyfikacje algorytmu Forest— RI przedstawia algorytm 5.2. Metoda Forest— RC polega na
wybraniu m atrybutéw i zsumowaniu ich z wagami wylosowanymi z rozktadu jednostajnego
na przedziale [—1, 1]. Powtarzajac operacje f-krotnie otrzymujemy f nowych atrybutéw, z
ktorych kazdy jest kombinacjg liniowg m zmiennych.
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Algorytm 5.2 Algorytm Forest-RC

Dane wejsSciowe: L—proba uczaca, K—liczba iteracji
for k=1 to K do
(a) Z préby uczacej £ wygeneruj pseudoprébe Ly
metoda bootstrap
(b) Iteracja dla: wszystkich wezléw w w drzewie t; dopdki
nie sa spelnione warunki zastopowania budowy drzewa
(1) Wybierz m atrybutéw do podzialu
(ii) Wygeneruj macierz o wymiarach m x f wypelniona
wartodciami wylosowanymi z rozktadu jednostajnego na
przedziale [—1,1]
(iii) Stwérz f nowych zmiennych i przypisz ich wartoSci
dla kazdego elementu x; w wezle w
(iv) Znajdz najlepsze podzialy dla kazdej z nowych
zmiennych
(v) Wykonaj optymalny podzial elementéw znajdujacych sie
w wezle w
end for
Wyjscie: Zlicz liczbe¢ gloséw N;(x), a nastepnie oblicz
dr(x) = argmax; N;(x)

Breiman pokazal, ze w przypadku tworzenia duzej liczby drzew, nie wystepuje zjawisko ,,prze-
uczenia”, czyli nadmiernego dopasowania sie drzew do préby uczacej, ale btad niepoprawnej
klasyfikacji dazy do pewnej wartosci. Obrazuje to ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 5.3.1 Gdy liczba drzew roénie, wtedy prawie na pewno blad PE*(F) zbiega
do

P(Py(T(x,6) = y) < max Py(T(x,6) = 7)),

Dowdd: Wystarczy pokazad, ze istnieje zbiér C' o mierze prawdopodobienstwa réwnej 0, w
przestrzeni zdefiniowanej przez ciag 01, 0o, . .. taki, ze:

1 & :
vX%CNnZ:;]I[T(@n,X):j] — Py (T(H,x) = ]).

Dla ustalonej préby uczacej oraz ustalonego 6, zbiér wszystkich x takich, ze T(0,x) = j
jest suma kostek wielowymiarowych. Dla kazdego drzewa T'(6,x) istnieje skonczona liczba K
takich sum, ktére oznaczono Si,S2,...,Sk. Niech ¢(6,) = k jezeli {x : T(0,x) = j} = Sk.
Przez Nj bedziemy oznaczaé liczbe przypadkéw kiedy ¢(6,) = k w pierwszych N prébach.
Mozemy wtedy zapisaé, ze:

1 Y 1
N 2 r.00-] = 7 2 Vel ey

7 prawa wielkich liczb wynika, ze



5.4 Moc i korelacja Lasy losowe

Po wrzieciu sumy po wszystkich zbiorach, dla ktérych ta zalezno$é nie jest prawdziwa dla
pewnych wartoéci k, dostajemy zbiér C' o zerowym prawdopodobienstwie. Dla obserwacji z
tego zbioru zachodzi wiec

N
;;I[T(en,x):j] — ;7%:13((,0(0) = k)]I[xeSk] =P (T(@,x) _ j)

5.4. Moc i korelacja

Lasy losowe opieraja si¢ bardzo mocno na idei laczenia w jedna rodzine mozliwie dobrych kla-
syfikatoréw, ale jednoczesnie mozliwie stabo od siebie zaleznych. Breiman wykazal, ze praw-
dopodobienstwo popelnienia przez las losowy btedu klasyfikacyjnego rosnie wraz ze wzrostem
odpowiednio zdefiniowanego wspdlczynnika korelacji miedzy drzewami i maleje wraz ze wzro-
stem tzw. sily pojedynczych drzew (jakosci klasyfikacji pojedynczego drzewa).

Dla laséw losowych mozna zdefiniowaé gérng granice btedu niepoprawnej klasyfikacji w za-
leznosci od dwoch parametréw okreslajacych doktadnosé klasyfikacji.

Definicja 5.4.1 Marginesem klasyfikacji obserwacji x € X z klasy y € {1,2,..., g} dla lasow
losowych F nazywamy funkcje

(%, y) = Po(T(x,0) = y) = max Py(T(x,0) = ). (5.6)

Definicja 5.4.2 Moc zbioru klasyfikatoréw {T'(x,6)} okreslamy jako
s = E[mgx(x,y)].

Lemat 5.4.1 Jezeli 6 i §2 maja ten sam rozktad i sa niezalezne, to dla dowolnej funkcji f
prawdziwa jest rownoscé:

[E91 f(el)]Q = ]E01,92f(01)f(92)
Dowéd: Jezeli 61,02 sa iid, to Eg, f(61) = Eg, f(02), czyli

[Eo, f(61)]* = Eg, f(61)Eg, f(61) = Eo, f(61)Eo, f(62) = Eg, 0, f (61) f (62)

Twierdzenie 5.4.1 Goérna granica dla bledu PE*(F) jest dana przez warto$é

1—s2
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PE*(F)<p (5.7)

gdzie p reprezentuje korelacje miedzy drzewami lasu losowego oraz s > 0, co oznacza, ze blad
pojedynczego klasyfikatora jest mniejszy niz blad losowego zgadywania klasy.

Dowdd: Jesli s > 0, to mozemy skorzystac¢ z nieréwnosci Czybyszewa i otrzymamy

PE*(]:) < Var(mig;;(x,y))
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Jezeli przyjmiemy, ze

7*(%,y) = arg max Py(T'(x,0) = j)
J#y

to mozemy zdefiniowaé czystq funkcje marginesu klasyfikacji jako

cmgr(0,x,y) = ]I[T(xyg):y] - ]I[T(X,G):j*(x,y)]

Zapisujac funkcje marginesu klasyfikacji w nastepujacy sposob
mg(x,y) = Py (T(x, 0) = y) o (T(x, 6) = j*(x, y)) —E, (]1 roenymy] ~ Uz (W])

to widad, ze mg r(x, y) jest wartoscia oczekiwana czystej funkcji marginesu klasyfikacji cmg #(0, x, y),
czyli

gz (x, y) = Ep(cmegz(0,%, 7))
Na podstawie lematu 5.4.1

[meg (%, )] = Eo, 0, (cmg s (01,5, y)emg (6, %))

Korzystajac ze wzoru na wariancje otrzymujemy

Var(mg £) = o, g, (Cov(cmg (61, %,y), cmgz (02, %,1)) ) = Eo, 0, (p(01,02)0(01)r(6))

gdzie p(01, 02) jest korelacja pomiedzy cmg £(01,x,y) i cmg £ (62, %, y) dla ustalonych 6; i 62, a
o(0) jest odchyleniem standardowym cmg (6, x, y) przy ustalonym 6. Jezeli przez p bedziemy
rozumieli wartos¢ oczekiwana p(61,602) réwna

p = Eo,.0,(p(01,02)0(601)0(62) ) /Eo, 0, (0(61)0 (62))

to
. 2 _ 2 9 2
Var(mgr) = p(Ega(G)) < pEgVar(0) < Eq (Ecmg;(@,x,y)) -s"<1l-s

Podsumowujac otrzymujemy gérne ograniczenie PE*(F) rowne 51;52.

|
7 powyzszego twierdzenia wynika, ze blad klasyfikacji mozna oszacowaé przy uzyciu dwoch
wartosci: mocy poszczegdlnych klasyfikatorow lasu losowego oraz korelacji miedzy nimi. Zde-
finiujmy miare ¢/s? bedaca ilorazem korelacji i kwadratu mocy, czyli

\b\

c/s® =

)

S

Okazuje si¢ zatem, ze im mniejsza wartos¢ tej miary, tym lepsze wyniki klasyfikacji mozna
otrzymaé przy zastosowaniu lasu losowego.
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Rozdziat 6

Analiza danych

6.1.

Wprowadzenie

Analiza danych zostala przeprowadzona przy uzyciu funkcji dostepnych w pakiecie R, [12].
Wykorzystano moduty:

adabag - implementacja metody bagging oraz algorytmu AdaBoost.M1, [14]
randomForest - implementacja laséw losowych, [15]
rpart - implementacja drzew decyzyjnych, [16]

mlbench - zbiory danych, [17]

Celem analizy byla prezentacja wlasnosci opisanych metod 1gczenia klasyfikatoréw. Analizg
objeto dane z modutu mlbench:

BreastCancer - dane dotyczace zachorowan na raka piersi, zebrane przez Dr. William H.
Wolberg, University of Wisconsin Hospital, Madison, Wisconsin, USA (699 obserwacji,
11 atrybutéw, 9 ciaglych, 1 nominalny, 1 atrybut grupujacy).

Tonosphere - dane radarowe dotyczace obserwacji wolnych elektronéw w jonosferze,
zebrane przez system Goose Bay, Labrador (351 obserwacji, 35 atrybutéw, 32 ciagle, 2
nominalne, 1 atrybut grupujacy).

PimaIndiansDiabetes - dane dotyczace zachorowan na cukrzyce wsrdéd Indian Pima
(768 obserwacji, 9 atrybutéw, 7 ciaglych, 1 nominalny, 1 atrybut grupujacy).

Satellite - obserwacje z satelity Landsat (Multi-Spectral Scanner Image Data) punk-
tow w 3 x 3 sasiedztwie, dostepna klasyfikacja punktéw centralnych, zebrane przez
NASA (6435 obserwacji, 36 atrybutéw, 1 atrybut grupujacy).

Shuttle - dane udostepnil Jason Catlett z uniwersytetu w Sydney (58000 obserwacji,
9 atrybutéw ciaglych, 1 atrybut grupujacy).

Sonar - dane sonarowe dotyczace odroznienia min od skal, udostepnit Terry Sejnowski,
Salk Institute and University of California, San Deigo (208 obserwacji, 61 atrybutéw,
60 ciaglych, 1 atrybut grupujacy).

Vehicle - charakterystyki typéw pojazdéw, udostepnione przez Drs.Pete Mowforth and
Barry Shepherd, Turing Institute, Glasgow, Scotland (846 obserwacji, 19 atrybutéw, 18
ciaglych, 1 atrybut grupujacy).
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Analiza danych 6.2 Granica podziatu

e Vowel - rozpoznawanie samoglosek, udostepnit Tony Robinson (990 obserwacji, 10 atry-
butéw, 8 ciaglych, 1 nominalny, 1 atrybut grupujacy).

e HippoSeqFeature - zbiér danych z analizy obszaréw regulatorowych i ekspresji gendw
w trakcie rozwoju hipokampa (cze$¢ mézgu) u myszy, udostepnit Dr Michal Dabrowski
(2021 obserwacji, 149 atrybutéw zero-jedynkowych, w tym jeden atrybut grupujacy).

Dodatkowo wygenerowano dwuwymiarowy zbiér obserwacji (wspoélrzedne na plaszcezyznie
XY) z podzialem na dwie klasy. Calo$¢ obliczen realizowaly dwa komputery PC pracujac
nieustannie przez okoto 168 godzin.

6.2. Granica podziatu

Przypomnijmy, ze w rozdziale 2 pisaliSmy o mozliwosci wystapienia braku w przestrzeni hipo-
tez dokladnego rozwiazania problemu dyskryminacji. W sekcji 2.3 twierdziliémy, ze rodziny
klasyfikatorow moga wygenerowac¢ rozwiazanie znacznie blizsze rozwiazaniu doktadnemu. Na
rysunku 6.1 prezentujemy wyniki eksperymentu, ktéry bada zmiane btedu i ksztattu klas roz-
wiazania. Tabela 6.1 zawiera zestawienie bledow dla rozwazanych metod w poszczegdlnych
iteracjach.

Btad pojedynczego drzewa: 0,0586

Liczba iteracji Bagging AdaBoost.M1 | Las losowy
1 0,0486 0,0625 0,0369
5 0,0547 0,0217 0,0308
99 0,0521 0,0200 0,0213

Tabela 6.1: Bagging, AdaBoost.M1, Las losowy - zamiana btedu dla eksperymentu przedsta-
wionego na rysunku 6.1.

Rysunek 6.1 a) przedstawia dwuwymiarowa przestrzen obserwacji (wspotrzedne XY punktéw)
oraz podzial na dwie klasy: klasa 1 - czerwone ,kolo”, klasa 2 - punkty niebieskie. Rysunek
oznaczony litera b) prezentuje zbiér uczacy wylosowany jednostajnie z przestrzeni obserwacji
a). Wynik klasyfikacji pojedynczym drzewem opisuje cze$¢ ¢) rysunku 6.1. Dobrze widoczne
jest ,kanciaste” dopasowanie do ksztaltu kota klasy 1. Kolejne wykresy przedstawiajg ksztatt
klasy 1 po zastosowaniu agregacji metoda bagging (d, g, j), boosting (e, h, k) oraz metoda la-
séw losowych (f, i, 1). Nietrudno zauwazy¢, ze agregacja zbliza ksztalt klasy 1 do wyjsciowego
kota. Dobrze widoczne sg rowniez réznice w dopasowaniu pomiedzy wymienionymi metodami
agregacji. Metodg bagging otrzymaliSmy wynik zdecydowanie gorszy niz pozostalymi dwiema
metodami. Znaczne zwiekszenie liczby iteracji (z 5 do 99) réwniez nie wplywa na znaczna
poprawe ksztaltu. Inng sytuacje obserwujemy dla metody boosting i lasu losowego. Wykorzy-
stujac algorytm AdaBoost.M1 juz po 5 iteracjach otrzymalismy ksztalt dobrze przyblizajacy
koto klasy 1. Tym razem zwiekszenie liczby iteracji zdecydowanie wplywa na poprawe jakosci
dopasowania. Podobny efekt daje las losowy, gdzie juz pierwsza iteracja odstania dos¢ gtadka
granice podzialu. Najmniejszy btad osiagneliémy metoda boosting.

6.3. Blad klasyfikacji

Najbardziej istotna zaleta rodzin klasyfikatoréw jest poprawa jakoéci klasyfikacji. Przez po-
prawe jakoéci klasyfikacji rozumiemy osiagniecie mniejszego btedu klasyfikacji niz ten otrzy-
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many przy wykorzystaniu pojedynczego klasyfikatora. Btad klasyfikacji szacujemy metoda
préby testowej. Analize przeprowadziliSmy w ponizszych krokach

1. Podzial zbioru danych na prébe uczaca oraz probe testowa.

2. Wysterowanie klasyfikatora pojedynczego (drzewo regresyjne) przy wykorzystaniu pa-
rametréw ograniczajacych wysokosé¢ drzewa oraz minimalna liczbe obserwacji w wezle.
Utworzenie klasyfikatora pojedynczego na podstawie proby uczacej, wyznaczenie btedu
klasyfikacji na podstawie préby testowej.

3. Utworzenie klasyfikatorow metodami bagging, boosting oraz laséw losowych na podsta-
wie préby uczacej dla iteracji od 1 do 100, oszacowanie btedu klasyfikacji na podstawie
préby testowej, 10-krotne powtérzenie procedury.

4. Wyznaczenie éredniego btedu klasyfikacji dla kazdej z metod w podziale na iteracje od
1 do 100

5. Wyznaczenie wariancji bledu klasyfikacji dla kazdej z metod w podziale na iteracje od
1 do 100

6. Graficzna prezentacja oraz analiza wynikow.

6.3.1. Analiza danych BreastCancer

Graficzna prezentacja wykonanych krokéw 1 — 6 dla danych BreastCancer znajduje sie na
rysunkach 6.2 oraz 6.3. Niebieskie chmury punktéw na rysunku 6.2 a), b), ¢) przedstawiaja
wyniki 10 powtoérzen iteracji od 1 do 100 dla metod a) bagging, b) boosting, ¢) lasu loso-
wego. Czarna przerywana linia to btad klasyfikacji pojedynczego drzewa. Czerwona kreska
wskazuje wartos¢ srednia btedu klasyfikacji w 10 powtdrzeniach. 7 tatwoscia zauwazamy, ze
juz po kilku iteracjach uéredniony btad klasyfikatoréw zagregowanych jest mniejszy niz btad
pojedynczego drzewa. Dobrze widoczna jest stabilizacja éredniego bledu klasyfikacji wraz ze
wzrostem liczby iteracji. Warto rowniez zwrdci¢ uwage, ze dla iteracji od 1 do okoto 30 czeéé
chmury punktéw dla metody bagging koncentruje sie wokot wartosci odpowiadajacej btedowi
pojedynczego drzewa. Taka sytuacja sugeruje, ze bagging jest bardziej podatny na generowa-
nie klasyfikatoréw nie lepszych niz regulty podstawowe. Poréwnanie metody bagging, boosting
oraz lasow losowych przedstawia rysunek 6.2 d). Najlepsze wyniki otrzymali$émy metoda la-
sow losowych. Blad dla metod bagging i boosting jest na podobnym poziomie.

Wariancje btedow klasyfikacji dla kazdej z wymienionych metod przedstawione sa na rysunku
6.3 a) bagging, b) boosting, c¢) las losowy, d) trzy metody na jednym wykresie. Mozemy
jednoznacznie stwierdzi¢, ze dla danych BreastCancer agregacja klasyfikatorow zmniejsza
wariancje btedu klasyfikacji wraz ze wzrostem liczby iteracji.

6.3.2. Analiza danych Vowel

Graficzna prezentacja wykonanych krokéow 1 — 6 dla danych Vowel znajduje sie na rysunkach
6.4 oraz 6.5. Niebieskie chmury punktéw na rysunku 6.4 a), b), ¢) przedstawiaja wyniki 10
powtérzen iteracji od 1 do 100 dla metod a) bagging, b) boosting, ¢) lasu losowego. Czarna
przerywana linia to btad klasyfikacji pojedynczego drzewa. Czerwona kreska wskazuje war-
tos¢ érednig btedu klasyfikacji w 10 powtoérzeniach. Ponownie z tatwoscig zauwazamy, ze juz
po kilku iteracjach usredniony btad klasyfikatoréw zagregowanych jest mniejszy niz btad po-
jedynczego drzewa. Tu réwniez dobrze widoczna jest stabilizacja $redniego btedu klasyfikacji
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wraz ze wzrostem liczby iteracji. Tym razem efekt koncentracji czesci chmury punktéw dla
metody bagging wokél wartoéci odpowiadajacej btedowi pojedynczego drzewa nie jest wi-
doczny. Poréwnanie metody bagging, boosting oraz laséw losowych przedstawia rysunek 6.4
d). Najlepsze wyniki otrzymali$émy metoda boosting. Blad otrzymany metoda laséw losowych
jest Srednio mniejszy niz blad dla metody bagging.

Wariancje btedow klasyfikacji dla kazdej z wymienionych metod przedstawione sa na rysunku
6.5 a) bagging, b) boosting, c) las losowy, d) trzy metody na jednym wykresie. Tym razem
jedynie nieémiato mozemy stwierdzi¢, ze dla danych Vowel agregacja klasyfikatoréw zmniejsza
wariancje btedu klasyfikacji wraz ze wzrostem liczby iteracji.

6.3.3. Analiza pozostatych danych

Z powodu czasochlonnosci obliczen (dlugi czas przetwarzania w pakiecie R) analize pozosta-
lych danych ograniczyliémy do jednego przebiegu iteracji od 1 do 100. Rysunki 6.6 oraz 6.7
przedstawiaja wykresy poréwnawcze dla metod bagging, boosting, lasu losowego. Wnioski:

1. Vehicle, rys. 6.6 a) - poprawa jakosci klasyfikacji, najlepszy wynik dla lasu losowego,
najwiekszy btad otrzymany metoda bagging.

2. Vowel, rys. 6.6 b) - poprawa jakosci klasyfikacji, najlepszy wynik dla lasu losowego,
bagging i boosting generuja klasyfikatory o podobnej jakosci.

3. BreastCancer, rys. 6.6 ¢) - poprawa jakosci klasyfikacji dla lasu losowego i boostingu,
brak poprawy dla metody bagging, najlepszy wynik dla lasu losowego.

4. Ionosphere, rys. 6.6 d) - widoczna poprawa jakosci klasyfikacji jedynie dla lasu loso-
wego, najlepszy wynik dla lasu losowego, bagging i boosting generuja klasyfikatory o
podobnej jakosci.

5. Sonar, rys. 6.6 e) - poprawa jakosci klasyfikacji, duza wariancja, najlepszy wynik dla
metody boosting.

6. PimaIndiansDiabetes, rys. 6.6 f) - brak poprawy jakosci klasyfikacji, wyniki poréw-
nywalne dla kazdej z metod.

7. Satellite, rys. 6.7 a) - poprawa jakosci klasyfikacji, najlepszy wynik dla lasu losowego,
najwiekszy blad otrzymany metoda bagging.

8. HippoSegFeature, rys. 6.7 b) - niewielka poprawa jakosci klasyfikacji metodami bag-
ging i boosting, las losowy daje wyniki gorsze od pojedynczego drzewa, brak poprawy
wynikéw wraz ze wzrostem liczby iteracji (liczby klasyfikatoréw). Ciekawa obserwacja
jest to, ze w przypadku danych ledwie lepszych od losowych (w danych HippoSeqFe-
ature pojedynczy blad utrzymuje si¢ na poziomie 0.44) bagging i boosting ,trzymaja”
sie btedu pojedynczego drzewa natomiast las losowy btad powigksza. Powyzsze mozna
prawdopodobnie ttumaczy¢ tym, ze las losowy sam wprowadza duzo losowoéci podczas
wyboru atrybutéw do podziatu i tym samym moze wypasé gorzej niz drzewo oparte na
wszystkich atrybutach.
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6.4. Podsumowanie

Wyniki analizy danych potwierdzaja zasadno$é konstrukeji rodzin klasyfikatoréw. Poprawa
jakosci klasyfikacji wraz z redukcja wariancji stanowi cenng warto$¢ dodang nie tylko w
przypadkach, gdy dysponujemy jedynie stabymi klasyfikatorami. W wigkszosci analizowa-
nych sytuacji las losowy okazal si¢ by¢ najbardziej odpowiednig metoda. Czasami najlepsze
wyniki generowal algorytm boosting. Natomiast w analizach najgorzej wypadt bagging. W
analizach natknelidémy sie rowniez na przypadki gdzie nie dochodzito do poprawy jakosci kla-
syfikacji. Nalezy zwrocié uwage, ze sposéb dziatania danej metody zalezy w duzym stopniu
od parametréw eksperymentu (typ problemu, préba uczaca, klasyfikator podstawowy).
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Granica podziatu Zbiér uczacy (33%) Pojedyncze drzewo
o~
-
o4
-
o
T T T T T T T T T T T T T T T
2 1 0 1 2 2 1 0 1 2 2 1 0 1 2
liczba obserwacji: 2304 liczba obserwacji: 768 blad:0.0586
d) e) f)
Bagging AdaBoost.M1 Las losowy
o~
-
o4
-
o 4 o o
T T T T T T T T T T T T T T T
2 1 0 1 2 2 1 0 1 2 2 1 0 1 2
liczba iteracii: 1, blad: 0.0486 liczba iteracji: 1, blad: 0.0625 liczba iteracji: 1, blad: 0.0369
9) h) i)
Bagging AdaBoost.M1 Las losowy
o
-
o4
-
o 4 o o
T T T T T T T T T T T T T T T
2 1 0 1 2 2 1 0 1 2 2 1 0 1 2
liczba iteracji: 5, blad: 0.0547 liczba iteracii: 5, blad: 0.0217 liczba iteracii: 5, btad: 0.0308
Bagging AdaBoost.M1 Las losowy
o
-
o4
-
o

liczba iteraciji: 99, btad: 0.0521 liczba iteracii: 99, btad: 0.02 liczba iteracji: 99, btad: 0.0213

Rysunek 6.1: Efekt przyblizenia do granicy podziatu na przyktadzie rodzin bagging, boosting
(z drzewem decyzyjnym jako klasyfikatorem podstawowym) oraz lasu losowego.
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a)

BreastCancer, Bagging (100x10 iteracji, 0.2:0.8)

b)

BreastCancer, AdaBoost.M1 (100x10 iteracji, 0.2:0.8)

— Kolejne iteracje — Kolejne iteracje
~ —— Warto$¢ $rednia ~ —— Wartoé¢ $rednia
g! * — — Pojedyncze drzewo g = — — Pojedyncze drzewo
.— O — O
[@) — - ) —
s o 2 o
2 2
0 173
2 2
> >
§ 8- g 8-
& © s ©
ko g
el Qo
© ©
o 4 o -
o =}
< <
S S
o o
T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
liczba iteraciji liczba iteracji
c) d)
BreastCancer, Las losowy (100x10 iteracji, 0.2:0.8) BreastCancer (100x10 iteracji, 0.2:0.8)
— Kolejne iteracje —— Bagging, $rednia
~ = Wartos¢ Srednia o —— AdaBoost.M1, érednia
g N — — Pojedyncze drzewo = — Las losowy, srednia
° — — Pojedyncze drzewo
o
-—! —
,g pa .g
s s g
$ g 8§ o
& ©° 2z
e e
o o
8 2
5 o 5 8 |
IS
<
o
=}
S 8 -
S T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
liczba iteracji liczba iteracji

Rysunek 6.2: Sredni bled klasyfikacji dla rodzin

bagging, boosting oraz lasu losowego na

przykladzie danych BreastCancer (10 powtérzen od 1 do 100 iteracji): a) bagging, b) boosting,

¢) las losowy, d) bagging, boosting oraz las losowy.
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a) b)
BreastCancer, Bagging (100x10 iteracji, 0.2:0.8) BreastCancer, AdaBoost.M1 (100x10 iteracji, 0.2:0.8)
- (=]
fa2)
S 4
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o 9 s 3
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8 < a
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< 3
o =g
¢ 3
N o
o o
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° T T T T T T g T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
liczba iteraciji liczba iteracji
c) d)
BreastCancer, Las losowy (100x10 iteracji, 0.2:0.8) BreastCancer, Wariancja (100x10 iteracji, 0.2:0.8)
—— Bagging
b 3 —— AdaBoost.M1
o o — Las losowy
@ [ee)
< <
o o
o - o -
S © 8 ©
(5] (%)
c c
23 £z
§ %4 § ¢4
< <
< <
o o
o o
N N
o o
o o
+ +
o T o T
) T T T T T I I T T T T T I
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
liczba iteracji liczba iteracji

Rysunek 6.3: Wariancja btedu klasyfikacji dla rodzin bagging, boosting oraz lasu losowego na
przykladzie danych BreastCancer (10 powtérzen od 1 do 100 iteracji): a) bagging, b) boosting,
¢) las losowy, d) bagging, boosting oraz las losowy.
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Rysunek 6.4: Sredni bled klasyfikacji dla rodzin bagging, boosting oraz lasu losowego na
przykladzie danych Vowel (10 powtdrzen od 1 do 100 iteracji): a) bagging, b) boosting, c) las
losowy, d) bagging, boosting oraz las losowy.
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Rysunek 6.5: Wariancja btedu klasyfikacji dla rodzin bagging, boosting oraz lasu losowego na
przykladzie danych Vowel (10 powtérzen od 1 do 100 iteracji): a) bagging, b) boosting, c) las
losowy, d) bagging, boosting oraz las losowy.
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Rysunek 6.6: Porownanie btedu klasyfikacji dla rodzin bagging, boosting oraz lasu losowego
na przykladzie danych: a) Vehicle, b) Vowel, ¢) BreastCancer, d) lonosphere, e) Sonar, f)
PimalndiansDiabetes. 62
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Rysunek 6.7: Porownanie btedu klasyfikacji dla rodzin bagging, boosting oraz lasu losowego
na przykladzie danych: a) Satellite, b) HippoSeqFeature.
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